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0. Inleiding

In [ 6] worden voldoende voorwaarden gegeven voor het bestsan van opti-
male strategieén t.o.v. het gemiddelde kosten kriterium. Deze voor-
waarden (V3.4 en V3.5 van paragraaf 3) zijn in toepassingen niet een-
voudig te verifigren. Daarom is er reden om.te zoeken naar voorwaarden
die op hun beurt de voorwsarden V3.4 en V3.5 impliceren. Bovendien is
er de vraag naar het verband tussen deze voorwaarden en de "klassieke"
voorwaarden gegeven door Derman, gedeeltelijk in samenwerking met
Veinott (voorwaarde V3.6 van paragraaf 3).

Welnu een voorwaarde geinspireerd door een voorwaarde die in [4] ..
Doeblinvoorwaarde genoemd wordt blijkt de sleutel te zijn. We hebben
deze voorwaarde (zie paragraaf 3) de simultane Doeblinvoorwaarde ge-
noemd. De voorwaarde van Derman impliceert de simultane Doeblinveor-
waarde. En onder de aanname dat alle toestanden onder iedere statio-
naire strategie onderling bereikbaar zijn geldt dat de simultane
Doeblinvoorwaarde de voorwaarde van Derman impliceert.

Verder bewijzen we met gebruikmaking van resultaten afgeleid onder de.
simultane - Doeblinvoorwaarde dat Derman's conditie de voorwaarden V3.l
en V3.5 impliceert.

Hoewel we postuleren dat de simultane Doeblinvoorwaarde de existentie
van een optimale stationaire strategie garandeert, hebben we dit tot
op heden niet kunnen bewijzen. Wel bewijzen we (stelling 3.12) dat er
een optimale strategie bestaat onder de stationairen. Bij het bewijs
van deze stelling gebruiken we het bestaan van optimale strategieén
van een model dat we een optimaal-stuurprobleem genoemd hebben. Het
optimaal stoppen van een Markov keten is een heel speciaal geval van
een optimaal-stuurprobleem. Het schijnt dat optimaal-stuurproblemen
een niet onbelangrijk model vormen. We hebben een stelling over de
existentie van optimale stuurregels (stelling 3.11) opgenomen.

In paragraaf 1 bestuderen we de Doeblinvoorwasarde (zoals gegeven in
[4]) met haar implicaties en voorts de met haar equivalente voorwaare
den. De stellingen 1.1 t/m 1.10 zijn niet nieuw. Gedeeltelijk zijn ze
te vinden in [4] gedeeltelijk elders. Doob beschouwt bij zijn afleiding

van het bestaan van invariante kansverdelingen onder de Doeblinvoor-
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waarde een willekeurige toestandsruimte. Dit heeft tot gevolg dat de
bewijzen aanzienlijk gecompliceerder worden. Omdat de afleiding bij
Doob niet gemakkelijk toegankelijk is en we er in de paragrafen 2 en 3
herhaaldelijk naar verwijzen zijn deze stellingen opgenomen.

In paragraaf 2 beschouwen we een collectie van Markov ketens en geven
voorwaarden waaronder de invariante kansverdelingen op continue wijze
van de overgangsmatrices afhangen (stellingen 2.1 en 2.4). Verder wor-
den er met de simultane Doeblinvoorwaarde equivalente voorwasrden af-
geleid (stellingen 2.2 en 2.6).

In paragraaf 3 worden Markov beslissingsprocessen geintroduceerd.
Voorts worden er met gebruikmaking van de in paragrafen 1 en 2 gevonden
resultaten de in het begin van deze inleiding vermelde beweringen afge-
leid.



1, Over het bestaan van invariante kansverdelingen

a-

In deze paragraaf beschouwen we een (stationaire) Markov keten met
eindige of aftelbare toestandruimte I. D.w.z. we gaan uit van een rij
van stochastische variabelen {En’ n - 0} met beeldruimte I en gedefini-
eerd op zekere kansruimte (2, F, P).

Verder is voor dit stochastisch proces de Markov eigenschap vervuld,

i.e. voor iedere n > 1,

P{En =i | Xy =dgs eees X 4 = ln—1} = IP{_}_(n =i ] X 4= ln—1}'
Voorts geldt: P{gm =i, | X 4= igh =p{x =1, | x _q = i} voor
n,m > 1. We noteren

. ., NOT . .
P(i,j) = Plx =] ] X 4= i} voor n > 1.

Zonder verdere vermelding wordt in deze paragraaf tot aan stelling 1.12

steeds de volgende voorwaarde verondersteld.

En bestaat een constante c > 0, een natuwlijk getal N en een eindige
verzameling J z6 dat: | PN(i,j) > c voor alle i e I.

jed
Hierin is PN(i,j) het N-voudige matrixprodukt van P(i,j). Deze voor-
waarde is voor I hoogstens aftelbaar equivalent met een voorwaarde in
[4] (p. 192) die naar Doeblin genoemd is. Indien I eindig is dan is de-

ze Doeblinvoorwaarde voor iedere stochastische matrix P vervuld.

Definitie 1.1. Toestand j heet bereikbaar vanuit toestand i indie er

een n > 0 bestaat met Pn(i,j) > 0. We noteren dit met 1 - j.

Definitie 1.2. Toestanden i en j communiceren indien geldt dat i - j

en j > i. Notatie hiervan: i < j.

Definitie 1.3. Toestand i heet essentieel indien uit i - j volgt dat

j - 1i.

Definitie 1.4. K(i) = {j | i -~ j}, dit is de verzameling van toestan-

den die bereikbaar zijn vanuit 1.



Definitie 1.5. K een niet lege deelverzameling van I heet een fuik in-

dien uit i € K volgt dat K(i) < K. .

Definitie 1.6. Een fuik K heet een kernfuik indien X geen kleinere

fuik bevat.

Notatie 1.1.  Voor ) P%(i,j) noteren we P*(i,E).
« JeB ..

Stelling 1.1. Een fuik bevat minstens &&n kernfuik. Er zijn niet meer

kernfuiken dan er elementen in J zijn.

Bewijs
Zij K een fuik, dan is per definitie X # . Zij i ¢ K dan volgt uit
K(i) ¢ K dat PN(i,K) = 1. Uit de Doeblinvoorwaarde volgt dan dat

(1.1) KnJ=zg,

Zij KO de collectie van fuiken K met K c KO’ voor zekere fuik KO’ Zij

K een deelcollectie van KO die t.0.v. de inclusierelatie een keten

‘]’
KnJd=1{K0J | KeK} een keten, uit (1.1) en het feit dat J een

vormt d.w.z. als K K2 e K dan K1 c K2 of K2 c K1. Dan vormt ook

eindige verzameling is, volgt qan dat {K nJ | K e K} # ¢. Met als ge-
volg

D NOT

(1.2) nfK | K e K} =g.
Indien i €e D dan i € K als K € K

= K(i) < K als K € K

=> K(i) c D. Dus vinden we dat D een fuik is.
Daar D c KO volgt dat D ¢ KO. Het lemma van Zorn garandeert nu dat de
collectie KO minimale elementen t.o.v. de inclusierelatie heeft. Dit
zijn kernfuiken.,
Indien twee kernfuiken niet samenvallen dan is hun doorsnede leeg. Met
(1.1) volgt hieruit dat het aantal kernfuiken niet groter is dan het

santal elementen dat J bevat. 0

&



Stelling 1.2. Een deelverzameling van I zeg K is een kernfuik

A

G i) K=#9
ii) i e XK dan K(i) ¢ K

iii) i,j € Kdan i <= J.

Bewijs
=) Indien K een kernfuik is, dan volgt per definitie K # ¢, Zij

i € K, daar K een fuik is volgt dan dat K(i) < K. Indien i,j € K en
j ¢ XK(1) dan K(i) # K, waaruit zou volgen dat K geen kernfuik is, dus

moet j € K(i). Dus i + j, geheel analoog vinden we j - i.

«=) i) en ii) impliceren dat K een fuik is. Met iii) volgt dat
K(i) = XK indien i € K, maar dit betekent dat K minimaal is t.o.v. de

inclusierelatie, dus K is een kernfuik. 0

Stelling 1.3. I bevat minstens &&n kernfuik. De kernfuiken zijn pre-

cies de equivalentieklassen gelnduceerd door de equivalentierelatie

"communiceren" op de verzameling van essenti€le toestanden.

Bewijs
I is een fuik en bevat volgens stelling 1.1 dus minstens &&n kernfuik.

De tweede bewering volgt uit stelling 1.2. 0
n
(

Stelling 1.4, Voor i € I zij N(i) ={n > 1| P (i,i) > 0} en zij

a(i) = g.g.d. N(i) dan geldt

i) Fr bestaat een n(i) zd dat nd(i) e N(i) indien n > n(i).
ii) Indien i <= j dan geldt d(i) = d(j).

iii) 1Indien K een kernfuik is, dan bestaat er een partitie C ceey C

1!
van K 26 dat: d = a(i) voor i € K en indien P™(i,j) > O en i « C, en

je Cl dan k-1 = n(mod 4).

d

Opmerking d(i) wordt de periode van toestand i genoemd. d noemt

men de periode van kernfuik K; C1, ceasg Cd worden kringfuiken genoemd.



Bewijs ' n1+n2 n, n,
i) Indien n,,n, € N(i) dan volgt P (i;1) > P (i,i)P “(i,i) > 0
en dus n.+n, € N(i).

Zij d =minln > 1 | n=n -n, met n,,n, € N(i)}, dan zijn er

1
n1(i),n2(i) € N(i) met 4 = n1(i)—n2(i). Daar d(i) ieder element uit N(i)
deelt volgt dat d(i) ook d deelt en dus d(i) < 4.
Zij n een willekeurig element uit N(i), n is te schrijven als Ad + r met
A>0en O <r <4d, Daar .

r = n-Ad = n»kn1(i)+ln2(i) = (n+An2(i)) - An1(i)
e N(i) e N(i)

volgt dan uit r < d en de definitie van 4 dat r = 0. Hieruit volgt dat
d een deler is van ieder element uit N(i). En dus is d < a(i), met
d(i) < a volgt 4 = a(i).

Zij n(i) = (n2(i))?/d en n > n(i), n schrijven we als An. (i) + r met

2
0 <r <ny(i), dan volgt dat A 2. n,(1)/d en dus is

(Ad@-r) > 0=» nd = Ang(i)d+r(n1(i)-n2(i)) = (Ad—r)nz(i)+rn1(i) e N(i).

ii)  Onder i) zagen we dat a(i) = min{n > 1 | n = n,-n, met n.,n, ¢ N(i)}.

Zeg d(i) = n1(i)—n2(i) i
Voor i,j met i <= j zijn p,A 28 dat Pk(i,j) >0 en Pu(j,i) > 0. Dan
Pu(j,i)Pn1(i)(i,i)PA(i,j) > 0 en dus u+A+n1(i) € N(j), zo ook
utitn, (1) e N(j). '

Uit de definitie van d(j) volgt dan dat = X

a(3) < (uhtn (i) = (utr+ny(i)) = a(i). Uit de symmetrie in i en j
volgt d(i) = d(j).

iii) Volgens stelling 1.2, iii) geldt dat i <> J indien i,j elementen
zijn van kernfuik K. Volgens ii) dus d(i) = d voor alle i € K. We
noteren i < J indien er n, >0en n, > 0 zijn met Pn1d(i,j) > 0 en
Pn2d(j,i) > 0. De relatie "<b" ig weer een equivalentierelatie. Kies
i1 € K, zeg C1 is de equivalentieklasse waarin i1.
Zij ikzé dat Pk—1(i1,ik) >0 en zij Ck de equivalentieklasse waarin i

ligt.

k

Voor willekeurige i,j € K geldt, indien P°1(i,j) > 0 en Pn2(i,j) >0

dan is d een deler van n,-n,. Immers zij n 25 dat Pn(j,i) > 0 dan deelt



d n1+n en n2+n en dus ook het wverschil n.

Voor j € K 2zi] P*(i,j) > O met n = Ad+r, 0'< r < d dan volgt uit
r,. . m, . .
P (11’1r+1)P (lr+1’J)

deelbaar is dus J € Cr+1' Hieruit volgt dat C1, caesy Cd een partitie is

> 0 voor een m dat n - (r+m) en dus dat m door 4

van K.

Indien Pn(i,j) >0Ometn=xd+r, O <r <denice C1 en j € Ck dan

Pn1d(i,i1)Pk_1(i1,ik)Pn2d(ik,j) > 0 voor zekere n, en n,.
Hieruit volgt dat n - {(n1+n2)d + k-1} en dus r - (k=1) door 4 deelbaar
is, dit impliceert dat r = k-1 en dus n = k-1(mod 4). O

Stelling 1.5. 7Zij K een kernfuik met periode d en kringfuiken

Cys «+e5 Cq. Dan bestaat er een stochastische matrix PK op de verzame-

ling K met

i) PK(i,j) > 0 dan zijn i en J in dezelfde kringfuik en
PK(i,j) = P (J,3).

ii)  1lim Pnd(i,j) =P _(i,j), de convergentie is vniform in i,j € K.

n->

Pk

Bewijs
. PN d,. . v e . . .
Volgens stelling 1.L. iii) als p" (i,j) » 0 dan zijn i en J in dezelfde

kringfuik. We kunnen het bewijs dus geven voor een willekeurige kring-
fuik, de uniforme convergentie voor alle i,j € K volgt dan uit het feit
dat er slechts eindig veel kringfuiken zijn.

7Zij C een willekeurige kringfuik en jo € C. Voor i € C bestaat dan een

m(i) met Pm(l)d(i,jo) > 0,
Zij m = max m(i), waarin J de eindige verzameling uit de Doeblinvoor-
iednC

waarde voorstelt.
Door gebruik te maken van stelling 1.4. i) vinden we dat geldt voor
u = m+n(j0) en i € JnC,

(u—m(i))d(

1,30)P Jordg) 7 O

713



(1.3) ¢, = min P“d(i,joa.
iednC

De Doeblinvoorwaarde garandeert PN(i,J) > c voor alle i ¢ I. Hieruit
volgt onmiddellijk dat Pn(i,J) > c voor alle i € I indien n > N. Dus
bestaat er een v z4 dat Pvd(i,J) > c voor alle i € I. Voor i € C volgt

hieruit dat
(1.4) Pvd(i,JnC) > c.

Daar

PG50 s T PP, ,)

JjednC
volgt met (1.3) en (1.4) dat
(1.5) P(v+u)d(i,jo) 2¢é&pe >0 ~ voor alle i € C.
7ij af Ng? max(a,0) en & = min(a,0) dan a = & +a_. Daar voor i1,i2 € C
d,. . nd,. .
geldt ] (P"%(i,,§)-P"%(i,,3)) = 0, volgt
jeC
d,. . d,. oyt nd,. . nd,. . -
(1.6) z (Pn (112J)"Pn (123J)) = - z (P (113J)‘P (1233))
jeC jeC
Uit (1.5) volgt dat voor i1’i2 e C
» . . Ty . Azt
(1.7) Z (P(\)+u)d(1193)'P(V+u)d(1293)) 1 - C.]C <1,
JeC
Voor j € C zij mm(j) = inf Pnd(i,j) en Mp(j) = sup Pnd(i,j) dan
ieC ieC
+1,. . 4,. d .
(1.8) ' () = inf § PUL,k)PPYUk, )
ieC keC

> inf Z Pd(i,k)mp(j)
1€C keC

= m(j).



Analoog, voor j € C

(1.9) ) < MP()

(1.10) M

sup z (P(V+U)d(i1,k)—P(V+U)d(i2,k))Pnd(k,j)‘i
i1,i2€C keC
gebruik (1.6) sup ) (P(v+U)d(i1,k)—P(v+u)d(i2,k))+(Mp(j)-mp(j))_i
i1,i250 keC

gebruik (1.7) (1-010)(Mn(j)—mp(j))-

Uit (1.8) en (1.9) volgt dat (M?(j)-m"(j)) monotoon niet stijgend in n is

bij vaste j. Door (1.10) herhasald toe te passen vinden we
. . +u] *
(1.11) (P (3)-a(3)) < (1-e )PV )

Daar het rechterlid van (1.11) naar nul convergeert, zelfs exponentieel
snel, volgt dat lim (Mp(j)—mp(j)) = 0 wniform in j € C. Dit impliceert
>

dat lim Pnd(i,j) bestaat en onafhankeliJk van i is en dat de convergentie
n—m

uniform is in 1,j € C. Uit de uniforme convergentie volgt dat voor i € C

. . ond,. .
I P(id) = ] 1im PPYLL))
JjeC jeC no

Lim J P*Hi,3) = 1.
n>® jeC

Met PK(i,j) 2.0 volgt dat P, een stochastische matrix is. 0

Stelling 1.6. Zij K zoals in stelling 1.5. en zij voor 1,J € K

.. 1 . s
HK(IQJ) =EPK(JQJ)'

*) [al = maxin ¢ N | n < al.
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N
lim% I PMi,5) = m(i,) uniform in i,j ¢ K.
N> n=1 .
Bewijs
1 Y n
lin g ) P(i,) =
N0 n=1
1 Na n
lim o= ] P (i,j) =
N0 n=1
d ' N
.1 1,. 1 nd .
llm-a ) L P(i,k) m Y P (k,i)| =
N> 1=1 keK n=1

op grond van de stelling over gedomineerde convergentie en stelling 1.5.

ii)

1 d 1
—d— Z Z 4 (isk)PK(k,j) =
1=1 keK

veronderstel nu dat i-j = r(mod d) en j € C, dan met stelling 1.4. iii)

en stelling 1.5. i)

1 i e
3 ) Pr(l,k)PK(J,J) =
keC_

1 C oy L . .
3 PK(J,J) = HK(J,J). d

Stelling 1.7. Indien Kis vees K de kernfuiken zijn en p(i,Kj) de

kans om vanuit i ooit in kernfuik Kj te komen dan geldt

m

i) L oo(i,K.) =1 voor alle i
21 J
J

ii) lim PU(i,K.) = p(i,K.) wniform in i.
oo J j

Uit E(§h+1€Kj | x =1) = P(l,Kj) = 1 indien i € Kj volgt, als de
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Markov keten zich op tijdstip n in kernfuik Kj bevindt dan ook op tijd-

-

stip m > n. Dus
P(x eKj l X, = i) = P(kZO(EkEKj) I X = i) =P (1,Kj).

Hieruit volgt dat Pn(i,Kj) monotoon niet dalend in n is en dat

<0

. SN ¢ WY . .
1im PP(i,k.) = P( u (x eK.) | x. = 1) = p(i,K.).
n>® J n=0 = J =0 J
m
7ij K= U K., om de beweringen 1) en ii) aan te tonen kunnen we vol-
J=1
staan met “te bewijzen dat lim Pn(i,K) = 1 uniform is in 1.
n—>e

Voor i € I geldt K(i) (voor K(i) zie definitie 1.4) is een fuik, indien
K(i) n K = g dan volgt met stelling 1.1 dat er naast X,, ..., K nog
een kernfuik bestaat. Dit is in tegenspraak met de aanname. Dus voor
jedere i geldt K(i) n K # § en dit betekent dat er een m(i) bestaat met
p2(1) 5 ) > 0. ‘

Zij M = max m(i) (J is de verzameling uit de Doeblinvoorwaarde) dan
volgt uiiﬁge monotonie van Pn(i,K) dat

min PNi,K) YT o

ied

1 > 0.

Uit de Doeblinvoorwaarde volgt dan

+M, . e oM .
(1.12) MG k) s T PN(4,5)PM(5,K) >cqe > 0 voor alle i.
Jjed
7Zij D Ng? I - K dan impliceert (1.12)
N+M+n, . n,. . +M, .
(1.13) PPy = T PNELI)P S,D)
JeD

< Pn(i,D)(1~c1c ).

Daar Pn(i,D) monotoon niet stijgend is vinden we door (1.13) herhaald

toe te passen dat

&
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(1.14) P%(i,D) 5_(1-e1c)[n/N+M]

a

Daar (1—é1¢) £ 1 volgt uit (1.14) dat 1lim Pn(i,D) = 0 uniform in i. [

n->wo
Stelling 1.8. Kis eoes Km zijn weer de kernfuiken.
7213 m
0 indien j €e I - U K
.o 1=1 1
H(laJ) =
p(l,Kl) HKl(J,J) indien j ¢ K,
dan geldt
1 | n '
lim & ) P(i,3) =1(i,§) uniform in i,j € I.
N> n=1
Bewijs

De bewering is een gevolg van stellingen 1.6 en 1.7 en het feit dat er

slechts eindig veel kernfuiken zijn. ’ g

Stelling 1.9. Voor N(i,j) zoals in stelling 1.8 geldt

Y PUEKI(k,) = ) I(i,k)P(k,j)
kel kel

m(i,J)

= ) T(i,K)0(k,§).
kel

Bewijs

1 N n
N-ro0 n=1

m(i,j)

N-1

. . 1 .

= lim ‘z P(i,k) ¥ z Pn(k,J)
N+ kel n=0

gedomineerde)

convergentie = ] P(i,k)N(k,j).

kel

Met inductie naar n vinden we uit deze gelijkheid
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M(i,5) = ] P(i,k)(k,J)
kel N
L
= mi,j) = ) T L P (i,k)| M(k,j) voor N e W.
kel n=1

Uit het feit dat I(i,*) een kansmaat is volgt (zie [8])

(1.15) m(i,j) = ) T(i,k)I(k,j).
kel

Dezelfde argumentatie geeft

N-1

. 1°¢ . .
lim Z 'ﬁ Z Pn(lak) P(k:J)
N kel n=0

(1.16) m(i,j)

Y M(i,k)P(k,5).
kel

Definitie 1.7. Een kansverdeling {p(i) | i€ I} noemen we invariant

t.0.v. P indien

L p(i)P(i,§) = p(3)
1€l

Stelling 1.10. K1, cens Km zijn weer de kernfuiken.

Een kansverdeling p(°) is invariant.
m

<> Er bestaan p(K,) > 0, 1 =1, ..., m met ) oK) =1
1° - 1
1=1
p(K,) M, (i,1)
. 1
en p(i) =
0 als i e I -
Bewijs
«==) [ ig een stochastische matrix op K,, we maken I
Kl 1 Kl

chastische matrix op I door te definiéren

T (i,j) =0
Kl

als 1 € K

als 1 ¢ Kl of j ¢ Kl'

voor n € N

voor alle j.

1

1

m
U

1

tot een sto-

K

1



1k

Voor i € K, geldt dan I(i,j) = HK (3,3), met (1.16) volgt

(1.17) L T (3,3)P(3,k) = T (ic,k)
jer M1 1
(1.17) geldt voor 1 =1, ..., m =>
m m
Lo L oo (5,5)P(3,6) = ] p(k)IT (k)
JEI 1=1 1 1=1 1
=) ) p(1)P(1,3) = p(3) voor alle j=> met in-
1€l ductie .
1 ¥ n
L p(i) T ) P (i,j)| = p(j) = gedomineerde con-
1€l n=1 .
. vergentie
L p(1)I(,3) = p(j).
iel
m
Met M(i,j) =0 als j ¢ v Kl volgt hieruit dat
1=1
m
(1.17) p(j) =0 voor j £ U L
1=1
Als j € Kl dan .
m
I(i,j) =0 voor i € U K,-K .
1=1
=> yoor J € Kl’
p(3) = ] p(i)M(i,3) =L ] (1)1 @, (§,5).
1€k ieK Kl
1 1
2ij o(k;) = ] p(i) den
lEKl
p(§) = p(Kl)HKl(J,J) voor j € K.
Met (1.17) m n
ﬁ I ek) =1 ] pli)=r1.
1=1 1=1 ieK

1

1
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Als voor iedere essentiéle toestand zou gelden dat de periode gelijk
aan 1 1s, dit betekent het ontbreken van kringfuiken, dan geldt volgens
stelling 1.5. 1i)

lim P*(i,)) = PK(i,j) voor i,J € K,
no>e
met K een kernfuik en uniform in i,j € K. Met stelling 1.7 volgt dan

D(i,Kl)PKl(j,j) als j € K

-

lim P(i,) =
n>e K

0 | als J ¢ ] .

nmcg

1

Bovendien is de convergentie weer uniform in i,j € I.

~ *
Stelling 1.11. 2Zij P(i,]j) = c16(i,j) + (1-c1)P(i,j) met 0 < ¢, <1 )

1.
dan geldt

1im P(i,3) = M{i,]) uniform in i, j.
n—>w

BewiJjs

Uit E(i,i) > c, > 0 volgt dat voor ieder element i de periode 1 is.

Daar uit de Doeblinvoorwaarde volgt dat PN(i,J) Z_(1—c1)Nc voor alle i,
voldoet ook de stochastische matrix P aan de Doeblinvoorwaarde. Volgens

het betoog voorafgaande aan deze stelling nadert En(i,j) naar een

limiet zelfs uniform in i en j. Uit het bestaan van lim ﬁn(i,j) volgt
n—>0°

per definitie dat de rij {Pn(i,j)}n=1 Euler sommeerbaar is voor alle

i, j. We bewezen reeds dat de rij Cesarosommeerbaar is voor alle i, j

(stelling 1.8). Dit impliceert dat de Eulersom gelijk is aan de Cesaro-

s0m. 1

*)

0 alsi =]
§(i,j) =
1 als i=].
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Stelling 1.12. De volgende beweringen zijn equivalent

a) Er bestaat een constante ¢ > 0, een natuurlijk getal N en een

eindige verzameling J zd dat
N, . .
P(i,J) > ¢ voor alle 1i.

b) Bij iedere € > 0 bestaat een natuurlijk getal n(€) en is er een
eindige verzameling J(e) z6 dat

€),. ' .
Pn( )(1,J(€)) > - voor alle i.

c) De Markov keten heeft eindig veel kernfuiken en de rij

N
{%- ) Pn(i,j)}N=1 convergeert uniform in i en j.
n=1

Bewijs
a) = b) We voeren de volgende notatie in, voor E ¢ I

(1.18) PY(E;i, ) = P{§k¢E voor k=1,...,n~1 en §n=j | x =i},

X,
P*(E;i,j) is de kans om in n stappen vanuit i toestand j te bereiken

zonder verzameling E te bezoeken. Dus 1 - Pn(E;i,I—E) is de kans om in

de eerste n stappen E te bezoeken oftewél is gelijk aan
n n
P( v (xkeE) | x.=i). Deze kans is ook gelijk aan ) Pk(E;i,E).
k=1 -0 k=1
Volgens a) geldt voor willekeurige i

PN

i,J) > ¢ = PN(i,I-J) < 1-c

= PN(J;i,I—J) < t-c.

Hieruit volgt

N+ . N,
a3 I PNJ3i, )P (033,I-T)

JjeI-J

(1.19) P i,I-J)

< (1=¢)P™(J,i,1-7).



B

Door (1.19) herhaald toe te passen vinden we

w-

(1.20) P(J31,I-3) < (1-C)[n/N].

o '[I\H/N] <8

Voor 8§ > 0 kies N, zd dat (1- . Uit (1.20) volgt:dan

N1 k
(1.21) U pt(ai,0) 2 1-6.
k=1
; . K
We beschouwen nu de collectie van kansmaten P (i,-) voor k = 1, ..., N1

en 1 € J. Omdat deze collectie eindig is bestaat er een eindige verza-
meling D met maat > 1-6 voor alle elementen uit de collectie.

We gaan dit en (1.21) substitueren in de ongelijkheid

PN1+1( =i)-

i,D) = P(EN eD | x

1+1 0

N

€D en n (%, eJ)

P | x.=1)
oy K %)

2 Play 4
1
N

= 311 PR, TR D)
k=1 jeJd ‘

N
> 5,1 PR (731,0)(1-8) > (1-6)°.
k=1

Indien we er voor zorgen dat (1-—6)2

> 1-g dan kunnen N_+1 resp. D voor

1
n(e) resp. J(e) fungeren.

b) = a) triviaal.
a) => c) stellingen 1.1 t/m 1.8.

¢) => a) We noteren de Cesarosom van P(i,j) weer met H(i,5). Uit de
uniforme convergentie 1in j volgt dan I(i,I) = 1 voor alle 1i.
Veronderstel K1, cens Km zijn de kernfuiken.

In dit bewijs zullen we enkele eigenschappen gebruiken die in de voor-

afgdande stellingen onder de Doeblinvoorwaarde zijn afgeleid, maar .
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algemeen geldig zijn. Het zijn: indien N(i,j) > O voor een i dan noemt

men j een positieve terugkeertoestand, j is dan esstentieel en dus

J € K.. Hieruit volgt

ncg

1=1
m

n(i,I- u Kl) = 0,
1=1

Met I(i,I) = 1 vinden we

m
(1.22) (i, v K,) =1 voor alle 1i.
1=1

Verder geldt algemeen relatie (1.15) en indien i,] e K, dan

M(i,j) = 0(j,3). Kies il €K, zij J, een eindige verzameling z6 dat
1
HﬁlJl)ZZcedmlwﬂ@

s

(1.23) H(i,Jl) > 2¢° voor alle i € K.
m

Zij d = v J, den is J een eindige verzameling.
1=1

(1.15), (1.22) en (1.23) impliceren

nm 1
m(i,J) = ) H(i,Kl)H(il,J ) > 2¢®  voor alle i.

1=1 1

Uit de uniforme convergentie in i volgt dan dat er een N bestaat met

PO~

N
I PUiJT) > ¢ veor alle i.
n=1

b= B

Dit impliceert dat voor i er een n(i) < N is met
: 1
(1.24) P50 > o2,

Zij de eindige verzameling D zd dat

1
(1.25) PX(j,D) > o2 voor k = 1, ..., N, § € d.

Met (1.2&) en (1.25) volgt



+1,. i),. . +1-n{i), .
p"1(1,D) D) Pn(l)(l,J)PN 1 n(l)(J,D) >c
Jjed *
voor alle i.
Het triple (C,N+1,D) voldoet dus aan a). 0

Definitie 1.8. Een collectie van kansmaten P heet uniform beperkt in-

dien voor iedere € > 0O er een eindige verzameling A(e) bestaat met de

eigenschap dat p(A(e)) > 1-e voor alle p € P,

Stelling 1.13. Indien de collectie kansmaten {P(i,) | ieI} uniform

beperkt is dan is aan de Doeblinconditie voldaan.
De Doeblinconditie impliceert dat voor iedere i € I de collectie

{P%(i,*) | neN} uniform beperkt is.

Bewijs
Voor € > 0 zij A z6 dat P(i,A) > 1-e voor alle i, dan voldoet het
triple (1-£,1,A) aan de Doeblinvoorwaarde.

Volgens stelling 1.12 a) == b) is er bij € een n(e) en een J(e) met
Pn(s)(i,J(e)) > 1-e. Fixeer i dan is er een eindige verzameling D met
Pk(i,D) > 1-e voor k = 1, ..., n(e)-1. Hieruit volgt

i

P (i,J(e)uD) > 1-e voor alle n. U

Opmerking 1.1. Dat het uniform beperkt zijn van de collectie

{P(i,*) | ieI} een sterkere voorwaarde is dan de Doeblinvoorwaarde

toont het volgende voorbeeld.
I=1{0,1,2,...}; P(i,i) = 1c en P(1,0) = c voor i € WN.

Het uniform beperkt zijn van {P"(i,*) | neN} voor iedere i € I impli-

ceert niet de Doeblinvoorwaarde. Voorbeeld,

P(i,i) =1 voor alle i € I.
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N
Opmerking 1.2. Daar algemeen geldt dat lim % z Pk(i,j) bestaat, we

Noo 7 k=1
noteren de limiet weer met I(i,j), volgt uit het uniform beperkt zijn

van de collectie {P™(i,-) | nem} direkt het bestaan van een invariante
kansverdeling. Immers het uniform beperkt zijn impliceert dat
I(i,I) = 1. En hieruit volgt

N
X 1 -1,, )
lim | m 1 PYTNA LK) | Px,5)
N->oo k€I n=1

I(i,J)

N
I Jumg } P N(4,0| P,
kel [N+~ 7 n=1

L I(i,k)P(k,j).
kel

En dus NI(i,*) is een invariante kansverdeling.
Omgekeerd, indien er een invariante kansverdeling bestaat dan kan bewe-

zen worden dat er een i bestaat met {P"(i,-) | neN} uniform beperkt.

Definitie 1.9. Voor een verzameling van toestanden E defini&ren we de

wachttijd Ip tot aan binnenkomst in verzameling E door:

n indien x €Eenx £ E voor kK = 1j...,n-1

lE(‘”) =

© indien X ¢ E voor k = 1,2,... .

De verwachting van Ir onder de voorwaarde dat de Markov keten op tijd-

stip O zich in toestand i bevindt noteren we met m(i,E). Dus

m(i,E) = E(xr_ | x=i).

=E

Stelling 1.14. De volgende beweringen zijn equivalent

a) Er bestaat een constante ¢ > 0, een natuurlijk getal N en een ver-

zameling J z6 dat

PN(i,J) >c voor alle i.



b) Er bestaat een eindige verzameling E 28 dat m(i,E) is uniform be-

-

grensd in i e I.

Bewijs
a)== b) We zullen bewijzen dat m(i,J) uniform begrensd is in i
o
m(i,J) = n§1 nP (1 =n | §O=i) + @ P(1 = I x,=1).

Voor P(z < | x.=i) = 1 is het een bekende stelling dat

..—O
(1.26) m(i,7) = ) Plrpk | x=i).
s Xo
k=0

Indien [P(_'E_J=°° ] §O=i) > 0 dan is m(i,J) = ® en uit

lim P(t >k | x.=i) = P(1. == | x =i) > 0

w3 0 L= 1 %
volgt

Zo P(IJ>k | §b=l) =,

Dus ook in dit geval geldt (1.26).
Daar P(IJ>O | §O=i) = 1 en (zie (1.18))

. k .
P(IJ>k i §0=1) = P (J;1,I-T) voor k > 1

volgt

(1.27) m(i,J) = 1+ ) Pk(J;i,I—J).
k=1

Onder stelling 1.12 bewezen we onder aanname van a) relatie (1.20).

Substitutie hiervan geeft

n(i,d) <1+N J (1-c)¥ =1 +n %-.
k=0
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Deze bovengrens hangt niet van toestand i af, dus hiermee is de uniforme

.

begrensdheid bewezen.

b) => a) Veronderstel M is de bovengrens, dus m(i,E) < M voor alle i.

Volgens (1.27) geldt dan ook
(1.28) ) Pk(E;i,I-E) <M voor alle i.
k=1

Daar Pk(E;i,I—E) monotoon niet stijgend in k is volgt dat voor wille-

keurige ¢ > O en n = [M/c] + 1 geldt
(1.29) PY(E;i,I-E) < ¢ voor alle i,

immers stel

Pn(E;iO,I-E) > ¢ voor een io

dan volgt

Tk
) P*(E;i_,I-E) > nec > M.
0]
k=1
Dit is in tegensprask met (1.28).
Dat uit (1.29) volgt dat a) voor een zeker triple vervuld is, kan
analoog aan stelling 1.12 a)== b) vanaf relatie (1.20) bewezen worden.

0

Opmerking 1.3. Indien K een kernfuik en KnE = @ dan P(E_Em° | Xo=i) = ]
en dus m(i,E) = = als i ¢ K. Hieruit volgt dat als voor E voorwasarde b)
vervuld is dan KnE # § voor iedere kernfuik K. Dit betekent dat het
aantal kernfuiken niet groter is den het aantal elementen in E.

Omgekeerd,

Stelling 1.15. 2ij de Doeblinvoorwaarde vervuld. Veronderstel

Kis vons Kmvzijn de kernfuiken en in € Kn voer n = 1, ..., m en

E = {i1""’im} dan is m(i,E) uniform begrensd in i.



Bewijs
We gebruiken de volgende stelling uit de theorie over Markov ketens:

Indien H(io,io) = 0 voor i. element uit een kernfuik K dan H(i,i) = O

0
voor alle i € K. Dit impliceert H(iO,K) = 0, Echter onder de Doeblin-

voorwaarde geldt H(iO,K) = 1 en dus I(1 io) > 0 als 1. element van een

0’ 0

kernfuik. Zij

c = min{H(in,in) | n=1,...,m}.

Dan n
I(i,E) > ¢ voor alle i e U K .
n=1
m
Met T{i, U Kn) = 1en (1.15) volgt dan
n=1
I(i,E) > ¢ voor alle i € I.

Uit de uniforme convergentie in i van % ) P*(i,E) naar N(i,E) volgt,
' n=1
er bestaat een N met

P*(i,E) > c/2 voor alle i.

= |
il o~

k=1

Dit impliceert dat er bij i een n(i) < N is, 20 dat

p) (5 m) > o/2

= P(En(i)eE | §O=i) > c/2
N
— (v (Eh E) | §D=i) > /2
n=1
= lP(lEf_N | .§0=i) 2. c/2
N _ .
. P (E;i,I-E) < 1-c/2.

De rest van het bewijs is analoog aan het bewijs van stelling 1.1k

a) => b). ]

£
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Opmerking 1.4. De bewijzen van stelling 1.14% en 1.15 verlopen via de

equivalentie van de Doeblinvoorwaarde met: *

Er bestaat een constante ¢ > 0O, een natuurlijk getal N en een eindige
verzameling E (E kan men, zo men dat wil nemen zoals in stelling 1.15)
z6 dat

P(Iiﬁﬂ | x=i) > e voor alle i.
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2. Over de continuiteit van invariante kansverdelingen en de uniforme

begrensdheid van verwachte terugkeertijden

In deze paragraaf beschouwen we een collectie van Markov ketens. Alle
Markov ketens hebben dezelfde toestandsruimte I; I is een eindige of
aftelbare verzameling.
We gasan uit van een rij meetbare afbeeldingen {En’ n>0}, x is de af-
beelding van een zekere meetbare ruimte (2,F) naar de toestandsruimte
I. 7Zij verder {Pu: o € A} een collectie van kansmaten op (Q,F). We ver-
onderstellen dat voor iedere 0 € A de rij stochastische variabelen
{zh, n>0} gedefinieerd op kansruimte (Q,F,P ) een Markov keten vormt.
We noteren:

NOT

P(i,5) Z B lx =] |x

X = 1} voor n > 1,
= T4 “n -1 —

Uitgezonderd de stellingen 2.2 en 2.6 worden de stellingen in deze
paragraaf zonder verdere vermelding afgeleid onder de volgende voor-

waarde

Er bestaat een constante c¢ > 0, een natuurlijk getal N en een eindige
verzameling J z6 dat Pg(i,j) > cvoor alle i € I en o € A,

Voor iedere o € A is (vergelijk paragraaf 1) aan een Doeblinvoorwaarde
voldaan. Masar indien voor iedere stochastische matrix Pa’ o € A de
Doeblinvoorwaarde (zoals in paragraaf 1) vervuld is dan behoeft boven-
staande voorwsasarde nog niet vervuld te zijn (zie opmerking 2.1). We
zullen in het vervolg bovenstaande voorwaarde de simultane Doeblinvoor-

waarde noemen.

Opmerking 2.1. Zij I = {0,1,2,...} en zij voorn =1, 2, ... en n = o,
Pn(i,O) =1voori<n,i>»2n en Pn(i,i+i) = 1 voor a < i < 2n.

Dan geldt

i) lim P (i,]) = P_(i,])

n-+»
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ii) PN(i,O) = 1 voor N > n+1 en alle i € I
n v
en *
P (i,0) =1 voor alle i € I

iii) De collectie stochastische matrices {Pnt n=1,2,...} voldoet niet

aan de simultane Doeblinvoorwaarde.

Stelling 2.1. Indien lim Py (i,j) = P, (i,j) met @ ,0, € A en indien
n*® n 0 ;
de Markov keten behorende bij stochastische matrix P ten hoogste gén

kernfuik heeft dan geldt 0

lim I (i,5) = I, (1,3) voor alle i,j.
n>® n 0]

Bewijs
Voor een 0 < ey < 1 voeren we in de stochastische matrices:

Pa(i,j) = C15(i,j) + (1—01)Pa(i,j) voor o € A,

Daar Pg(i,j) z_(1—c1)NPg(i,j) volgt uit de simultane Doeblinvoorwaarde

dat

-

N, . NOT N
(2.1) P, (i,J) 2e, o (1-01) c.
Volgens stelling 1.11 geldt
(2.2) lim By (i,j) = I (i,3) wniform in 1i,j.
n->® 0 0

Daar er hoogstens é&n kernfuik en dus precies é8&n kernfuik is onder P,
0
geldt dat Ha (i,3) = Ha (3,3) voor alle i,j (zie paragraaf 1). Zij jo
0 0
28 dat T (3 ,3.) > 0, be, NOT 1 (3,5 ). Uit (2.2) volgt dan de
ao 0°“0 3 ao 0290
existentie van een N1 met

N
(2.3) Pa1(i,jo) 2 2cq voor alle i.
- 0



Uit lim Poa (1,3)
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=P, (i,j) voor alle i,j volgt

n>e n 0 .
(2.4) 1im Ea (i,3) = ﬁx (i,3) voor alle i,j
n->o n 0
Daar ga (i,I) =1 voor n =10, 1, 2, ... volgt uit (2.4) (zie [8])
n
lim P (1,3) = 1im | Eu (i,l)§oc (1,3)
n->° n n2>° 1 n n
~ . ~ . ~2 .. .
= Z P (l’l)Pa (1,5) = Pa\(l,J)u
1 0 0 0

Dit argument herhalend, vinden we met inductie naar n dat

(2.5)

Met (2.3) volgt

Met (2.1) volgt

(2.6)

713

en

lin B (i,§) = By (i,3) voor alle i,j € I
Ko k 0
en alle n € [,

hierult het bestaan van een Ne'met

) 2 ¢y voor n > N, en alle i uit de eindige

verzameling J7

dan voor n Z_NZ dat

~N+N ~N1
P, (i,3y) ] P (1,3 P, (3:3,)
n JFJ %n *n ’
_>__cac3 voor alle 1.
m,(§) = inf P (1,])
iel

ME(3) = sup P
o :
1€l

Geheel analoog aan het bewijs van stelling 1.5 van (1.5) tot (1.11)
laat zich met behulp van (2.6) bewijzen dat

#
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[r/N+N1]
' voor alle i en j

T o, r o,

(2.7) Mq (3) - man(J) j_(T—c2c3)
. ' en n 3_N2.

Daar uit de simultane Doeblinvoorwaarde de Doeblinvoorwaarde volgt

weten we reeds uit stelling 1.11 dat
(2.8) lim By (1,3) = 0 (i,§) uniform in i,j.
e n n

Uit (2.7) volgt nu (vergelijk stelling 1.5) dat de convergentie in
relatie (2.8) ook uniform is inn =0, 1, ... .

In combinatie met de relatie (2.5) levert dit de relatie

(2.9) lim Hu (i,3) = I, (i,3) voor alle i,j. 0O
n->e« n 0

Opmerking 2.2. Volgens paragraaf 1, maar ook zonder de Doeblinvoor—

waarde geldt

.. 1 .. nd,. .
n(i,j) = E‘llm PT(1,3),
n->o

met d de periode van toestand j. Als dn nu de periode is van zekere
toestand jo onder Pa dan ligt de vraag voor de hand of
n

(2.10) iif dy = 4,
Het is niet moeilijk te bewijzen dat dn een deler is van do voor n
groot genoeg. Echter niet altijd geldt (2.10). Immers zij P 24 dat de
periode van toestand jo groter is dan 1 en zij ~

Pn(i,j) = (1/n 6(i,5) + (1-1/n)P(i,j)), dan heeft jo periode 1 onder

P en lim P _(i,j) = P(i,j) voor alle i,j.
n o B

Opmerking 2.3. Indien er onder Pa meerdere kernfuiken zijn dan is
relatie (2.9) niet altijd vervuld.O

Voorbeeld: De toestandsruimte I bevat twee elementen.
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1 0 0 1

Zij P, = ( ) en P, = ( . )
1 0o 1 2 0 1
Als Pn = (1/a P2+(1-1/n)P1) den lim P = P..
n-+00

0 1 ) 1 0
Echter Hn = ( > voor n = 2, 3, ... en H1 = ( >.

0 1 0 1

In het vervolg van deze paragraaf zullen we de volgende voorwaarden

veronderstellen.,

v2.1. Voor dedere’i e I 44 de collectie kansmaten {P (i,*) | aeal
unigonm beperkt.

v2.2. De collectie stochastische mirices {P (-,*) | aeA} 48 gesloten,
d.w.z. {ndien voorn zekere stochastische matrix zeg P geldt dat

lim Py (i,§) = P(i,§) voor alle i,j dan 48 en een 0y € A met
n->-« n

Stelling 2.2. De volgende beweringen zijn equivalent

a) Er bestaat een constante ¢ > 0, een natuurlijk getal N en een

eindige verzameling J zd dat
N, . .
Pa(l,J) >c voor alle 1 € I en alle o € A.

b) Bij iedere € > O bestaat een natuurlijk getal n(e) en is er een

eindige verzameling J(e) zd dat

PE(E)(i,J(e)) > 1-g voor alle i € I en alle o € A.

Bewijs

a) => b) Zij E een eindige verzameling met de eigenschap dat voor iO

(2.11) Pa(iO’E) > 1=8 voor alle a.
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Daar een eindige vereniging van collecties van kansmaten die ieder voor
zich uniform beperkt zijn, weer uniform beperkt is; bestaat er nu een

eindige verzameling D met
Pa(i,D) > 1-6 voor i € E en alle a.
Met (2.11) volgt dan

Pg(i , D) > ) P (i.,i)P (i,D) > (1-6)2 > 1-e voor 6
o' 0 - . o' "0 o, - -
1€E
groot genoeg. Hieruit volgt dat de collectie {Pi(io,') | aeA} uniform
beperkt is.

Met behulp van deze argumentatie volgt via inductie dat

(2.12) {Pg(i,') | aea} is uniform beperkt voor alle i € I

en alle n € N.

Het overige deel van het bewijs verloopt analoog aan het bewijs van
stelling 1.12, a) => b).

b) = a) triviaal. O

Stelling 2.3. Zij P de verzameling van kensmaten p(*) op I met de

eigenschap dat bij p een @ € A met ) p(i)Pa(i,j) = p(j) voor alle j.
. i

Dus P is de collectie van invariante kansmaten.

P is uniform beperkt.

Bewijs

Volgens stelling 2.2. a)=> b) zijn er bij € > 0 een n(e) en een J(e)

met

Pn(e)(

o i,9(e)) > 1-¢ voor alle i € I

en alle o € A,
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Hieruit volgt dat

€)+1,. .. €),.
PG a(e)) 2 T 2 (1,302 %) (5,00e))
J
> L B (i,5)(1-¢)
J
= (1-€).
Via inductie laat zich zo bewijzen dat voor alle 1 € I en alle 0 € A
(2.13) Pg(i,J(S)) > lug voor n > n(e).

Hieruit volgt dat

(2.14) Ha(i,J(S)) > 1-€ voor alle i € I

en alle o € A,

Indien z p(i)Pa(i,j) = p(j) voor alle Jj, dan volgt (zie bewijs van
i
stelling 1.10)

Z p(1)1,(1,5) = p(j) voor alle j
i
= p(3(e)) = ] p(i)0,(1,3(e)) (met (2.14))
i

Z.Z p(i)(1-€) = 1-€,
i

Hiermee is bewezen dat voor een willekeurig element p uit P geldt
p(d(e)) > 1-e. a

Stelling 2.4, Indien lim p (i) = p(i) voor alle i en p _(*) is een in-
o n n
variante kansmaat onder Pa en
n

‘ lim P, (1,j) = P, (i,3) voor alle i,j
n-e n 0
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dan is p(+) een invariante kansmast onder P
%

Bewijs

Uit het uniform beperkt zijn van de collectie van alle invariante kans-

maten (stelling 2.3) en lim pn(i) = p(i) volgt dat

>0
(2.15) p(1) = 1. %)
Immers,
p(I) > p(J(e)) (voor J(e) zie stelling 2.3)
= ) lim p_ (i) (d(e) is een eindige verzameling)

ied(e) preo D

= lim pn(J(e))

n>*®

|v

1 -€ en dus p(I) = 1.
(2.15) impliceert (zie [81) dat
Lim [ p (1)P, (1,3) = ] p(D)P (i,§).
nre i n i 0

Daar pn(') invariant is onder P, volgt hieruit dat p(*) invariant is

onder P . n : a
0]
Opmerking 2.4. 1Indien P, ten hoogste &én kernfuik heeft, dan is er
0
precies één invariante kansverdeling onder P, . Hiervan gebruikmskend

0
is stelling 2.1 ook via stelling 2.4 te bewijzen.

In definitie 1.9 definieerden we de wachttijd tot aan binnenkomst in
verzameling E. De verwachting van de wachttijd onder de voorwaarde dat

de Markov keten op tijdstip O zich in toestand i bevindt noteerden we

*) £

De bewering volgt onmiddellijk uit een stelling van Prohorov.
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met m(i,E). In deze paragraaf beschouwen we een collectie van Markov
ketens, het ligt voor de hand de verwachtéiwachttijd voor de Markov
keten met matrix van overgangswaarschijnlijkheden Pa te noteren met
ma(i,E).

Dit toevoegen van de index o (we deden het al in de notatie Ha) zullen
we in het vervolg voor meerdere in paragraafl 1 reeds ingevoerde notaties

doen.

Definitie 2.1. Verzameling E heet bereikbaar vanuit 1 onder Pa indien

er een n > 0 bestaat met Pg(i,E) > 0. Notatie hiervoor: i3 g,

Stelling 2.5. Indien verzameling E bereikbsar is vanuit iedere toe-

stand 1 en onder ledere matrix Pa dan bestaat er een getal M < = z§ dat

(2,16) mu(i,E) <M voor alle i en alle o,
Bewijs
«© .

We defini&ren inductief een rij {xk(')}k___1 van functies op I door:

x1(i) = sup Pa(i,I-E) voor alle i

0€A
en
+1,. . . . .
(2.17) xk 1(1) = sup Z Pu(l,J)Xk(J) voor alle 1.
aeh jeI-E

Daar

x1(i) = sup Pa(E;i,I—E) (voor notatie zie (1.18)
o€h

en daar ult

Xk(i) > sup PK(E;i,I-E)
- o
aeh

volgt dat
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k+1 . . o K .
P (E;i,I-E) = ) P (1,3)P,(Esj,I-E)
JEI-E .
< L P1,5)%7(3)
JeI-E
. .y Kk,
<swp ] P (i,3)x(§)
ocld jeI-E
k+1,.
=x (i),
vinden we middels inductie dat
k.. k . .
(2.18) x (1) > sup Pa(E;l,I—E) voor alle i.

OEA

Ock via volledige inductie zullen we bewijzen dat
k+1,. k. .
(2.19) 0<x (i) <x (i) voor alle i en alle k € W.

Immers daar Pa(i,I-E) < 1 voor alle o geldt er dat x1(i) <1

swp ) P (i,i)x (§)

— x2(1) :
a€h jeI-E

[ A

sup Z Pa(i,j).'l
o€l jeI-E

= x1(i).

En analoog laat zich uit x (i) j_xn—1(i) voor alle i, bewijzen dat
+1,. Ly . : . .
. 1(1) i_xn(l) voor alle i. Daar het supremum van niet negatieve ge-

n+1(i) > 0.

X
tallen zeker niet negatief is volgt uit x"(i) > 0 dat x
Hiermee is (2.19) aangetoond.

Uit (2.19) volgt dat lim xk(i) bestaat. Zij

k>

(2.20) x0(i) = 1im £5(i).

koo
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Uit de ongelijkheid

a-

k+1,., . N .
x (1) 2 1 P (i,5)x(§),
jel-B
volgt door overgang op de limiet voor k - «
Op-y . . .y 0,
x (1) 2 ] P (1,3)x (§).
JjeI-E
Deze ongelijkheid geldt voor iedere o € A, dus volgt
O, N .
(2.21) x (i) > sup ) Pu(l,J)XO(J).
ach jEI-E

Bij vaste i zeg iO’ kies o z6 dat

. ey ko k+1,.
(2.22) ) P, (1,3)x7(3) 2 x (i) - 1/k.
jeI-E k
Er bestaat nu een deelri] o met lim P, (i,j) bestaat voor alle i,j.
n n->e° kn

Met het uniform beperkt zijn van de collactie Pa(i,') bij vaste i volgt
dan dat de limiet een stochastische matrix is.
Uit de veronderstelling omtrent het gesloten zijn van de collectie Pa

volgt dan het bestaan van een oy € A met

(2.23) lim P (i,3) = P, (1i,3) voor alle i,j.
n>e kn 0

Door relatie (2.22) te beschouwen voor de deelrij k en n naar oneindig

te laten gaan, daarbij (2.20) en (2.23) gebruikend, vinden we

. .\ 0. 0,.
je%-E Pao(lo’J)X () >~ x (10),

met (2.21) volgt
(2.24) I B (i5,8)x0(3) = x°(4,).

jeI-E %0
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Door relatie (2.24) herhaald toe te passen (vergelijk afleiding van

(2.18)) vinden we (eigenlijk weer met inductie)

. .y 0/, .
(2.25) ) o (Bsi ,d)x (j) = xo(l ) voor alle k.
. o 0 0
J€I-E 0
Daar voor de stochastische matrix P, de Doeblinvoorwaarde geldt en de
0
verzameling E bereikbaaer is vanuit iedere toestand i onder P, volgt

0
dat iedere kernfuik minstens €&h element met E gemeen heeft. Volgens

stelling 1.15 geldt dan m, (iO,E) < ®, met relatie (1.27) volgt
0
.k .
lim P (E;lo,I—E) = 0.
k*® 0

Relatie (2.25) impliceert dan xo(io) = 0. We bewezen dit voor wille-

keurige io € I. We vinden hieruit met relatie'(2.18) dat

(2.26) lim sup PE(E;i,I-E) = 0 ' voor alle i.
k> a€p

Op grond van (2.26) is er een constante ¢, < 1eneenN, zd dat

N

PQT(E;i,I—E) Le voor alle @ en voor alle i € J,

1

met J de eindige verzameling uit de simultane Doeblinvoorwaarde

N+N N

. N,. . .
- P, (B:i,1-E) < ] BN(1,3)p, " (B35,I-E)

L}
B~

+
B~-1

N,. N,.
Sy P(1,0) + P (i,I-7)

(daar PS(i,J) > c) <1 = c(1—c1) voor alle i en alle a.

Geheel analoog aan het bewijs van stelling 1.14 a) = b) vinden we dan
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ma(i,E) <1+ (N+N1)(®(1—CJ))—1 voor alle i en alle a.

g

Stelling 2.6. De volgende beweringen zijn equivalent

a) Er bestaat een constante ¢ > 0, een natuurlijk getal N en een
eindige verzameling J z0 dat

%HJ)ic voor alle i € I en alle 0 € A,

b) FEr bestaat een eindige verzameling E en een getal M < ® 25 dat

ma(i,E) <M voor alle i € I en alle 0 € A.

Bewijs

a)=> b) Daar Pg(i,J) > 0 voor alle i € I~en alle a € A, is de eindige
verzameling J bereikbaar vanuit iedere toestand i onder iedere P,

Volgens stelling 2.5 geldt dan

mu(i,J) uniform begrensd in i en a,
b)=> a) Analoog aan zoals onder stelling 1.14 b) => a) aangegeven is,

kan afgeleid worden dat bij § > 0 er een N1 is met

N
21 Pi(E;i,E) > 1-8 voor alle i en alle a,
k=1
Daar voor alle i en alle n € NN de collectie {Pg(i,') | oeA} uniform be-

perkt is (zie (2.12)), is er een eindige verzameling D met

Pz(i,D) > 1-8 voor alle i € E, voor 1 <k < N,
en alle a.
N1+1

=> (zie stelling 1.12 a)=> b)) P (1,D) 2 (1-8

2
. )

voor alle i,
alle 0.

L. 2
Het triple ((1-6)7, N,

waarde. 0

+1, D) voldoet dus aan de simultane Doeblinvoor-
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3. Existentie optimale strategieén in Markov beslissingsprocessen

“-

. . *
In deze paragrasaf beschouwen we Markov beslissingsprocessen. )
Toestandsruimte I veronderstellen we hoogstens aftelbaar te zijn. Zij
A(i) de verzameling van toegelaten beslissingen in toestand i. We ver-

onderstellen dat de bewegingswet g voldoet aan

V3.1. Voorn 4dedere i e I 48 de collectie van hansmaten
{a(+]i,2) | aeA(i)} uniform beperkt.

De voorwaarde is altijd vervuld indien I een eindige verzameling is.
Is I aftelbaar en A(i) eindig voor alle i dan is ze ook vervuld. zij P

de collectie van alle kansmaten op I. Door de a's uit A(i) die dezelfde

kansmaat q(-|i,a) op I induceren, te identificeren is het mogelijk A(i)
te zlen als deelverzameling ven P. We veronderstellen op P de topologie

ven de puntsgewijze convergentie d.w.z. lim P, =P met p ,p € P indien
n—e

lim pn(i) = p(i) voor alle i. We veronderstellen
n->o

V3.2, Voor iedere i e I geldt A(i)is gesloten.

Uit deze voorwaarde en het uniform beperkt zijn van de collectie

{q(-

rij {an} c A(i) is een a € A(i) 28 dat a = lim a met {a_ } een deel-
e Cp %y

i,a) | acA(i)} volgt dat A(i) rijtjescompact is, d.w.2. bij iedere

rij is van {an}.

Verder veronderstellen we dat de kostenfunctie w begrensd is en dat
V3.3. Voorn dledere i € I geldt w(i,a) 48 continu in a.

Tenslotte zij opgemerkt dat ook aan de laatste twee voorwaarden voldaan

is indien A(i) eindig is voor alle i.

Zij F de verzameling ven functies op I met f£(i) € A(i) voor alle i. De

collectie van stationaire strategieén CS bestaat uit strategieén van

*) Voor een inleiding hierin zij verwezen naar [2] en [7].
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® NOT
het type f E (£,f000.).

"

7Zij W een collectie voorwaardelijke kansmaten d.w.z. als H € W dan

pu(*|i) een kansmaat op A(i) voor iedere i € I.
De ‘collectie van gerandomiseerde strategieén C

o NOT
van het type ¥ _ (M,H,...).

RS bestaat uit strategieén

7Z1ij verder C de collectie van alle strategieén en CRM de collectie van

gerandomiseerde markovstrategieén d.w.z. van het type (uo,u1,u2,...) met

€W,

n
Voor iedere strategie R uit CS wordt het bijbehorende stochastische
proces een stationaire Markov keten. Indien R = £ met f£ € F dan zullen

we de matrix van overgangswaarschijnlijkheden noteren met P_. We hebben

in paragraaf 2 eigenschappen afgeleid voor een collectie vai Markov
ketens. De collectie van Markov ketens die we hier zullen beschouwen is
de collectie geinduceerd door de stationaire strategieén. Om straks de
resultaten van paragraaf 2 te kunnen gebruiken»merken we op dat voeor-
waarde V3.1 impliceert dat voor ledere i € I de collectie kansmaten
{Pf(i,°) | feF} uniform beperkt is (vergelijk voorwaarde V2.1). Verder
volgt het gesloten zijn van de collectie stochastische matrices Pf met

f ¢ F (voorwaarde V2.2) uit voorwaarde V3.2.

Indien de stochastische variabele ¥ de kosten op tijdstip n voorstelt
dan kunnen de verwachte verdisconteerde kosten indien het proces start

in toestand 1 en strategie R wordt gevolgd genoteerd worden met

. NOT &t ,n .
p(i,B,R) nzo 8" Bty | x,=i}.

Analoog voor de verwachte gemiddelde kosten

N
.y NOT _. 1 o
¢(1,R) lim sup 3 kz Eplw | x =11,

T e =1 k

Stelling 3.1, Voor iedere 0 < B < 1 bestaat er een RB € Cs z6 dat

$(i,8,R,) = inf ¥(i,B,R) voor alle i € I.

B ReC
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Bewijs

We noteren
¥v(i,8) = inf ¥(i,B,R).
ReC

Stelling 3 p. 96 van [7] kan gegeneraliseerd worden tot ¥ is de unieke

oplossing van de funktionaalvergelijking
u(i) = inf {w(i,a) + B8] q(jli,a)u(j)}, iel.
ach(i) J

Voor i € I zij an(i) € A(i) zd dat

V(i,8) + 1/n > wli,a (1)) + 8] aljlia (1))v(3,8).

d
. 3 . 8 © Pl
Zij verder fn z6 dat fn(l) = an(l), i€Ienczijfen {fn }r=1 zd dat
lim fn = f (zo'n f bestaat op grond van het rijtjescompact zijn van
e r

An(i) voor alle i € I; zie tekst tussen V3.2 en V3.3). Er volgt dan uit

de continuiteit van de kostenfunktie w en de bewegingswet q dat £ geldt:

V(i,8) = w(i,r(i)) + 8] a(3li,2(1))w(5,8).
J

Door deze gelijkheid herhaald toe te passen volgt dan voor n € N

n

0(i,8) = ) 8% ] PE(L,5)w(3,00) + 877 T PR 5)u05,8)
k=0  j ’ J
— pi,8,87) = ] 8 ] PE(L3)w(5,8(3))
k=0 J
= ‘l’(las)’ 0

In [6] (definitie 2) werd R een limietpunt van verdisconteerd-optimale

strategieén genoemd indien er een rij {Bn} bestaat met lim Bn = 1en
n-ro
RB zoals in stelling 3.1 en R = lim RB .

‘n P > n
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Verder werd daar bewezen dat onder de voorwaarden

v3.h, Indien 1lim P (i,3) = Pf(i,j) voor alle i,j dan volgit
n—+« n

lim Hf (1,3) = Hf(i,j) voor alle 1,j.
n->« n

V3.5. Voor Ledere £ € F geldt Hf(i,I) = 1 voor alle i,

ieder limietpunt van verdisconteerd-optimale. strategieén optimaal is
t.0.v. de gemiddelde verwachte kosten (stelling 1)*). En uit de
rijtjescompactheid van F en stelling 3.1 volgt dan ook het bestazan
van optimale stationaire strategieén t.o.v. het gemiddelde kosten kri-

terium.

Uit artikelen van Derman [ 1] en van Derman en Veinott [ 3] volgt dat de
volgende voorwaarde ook voldoende is voor de existentie van gemiddeld-

optimale strategieén

V3.6. Voorn dedere f ¢ F geldt dat onder de Markov keten met over-
gangswaorschifnlifkheden P ¢ de toestandsmudimite I een kernguik
45 en de toestanden positieve terughkeentoestanden zifn. Voornts
bestaat en een toestand i, en een constunte M met de eigenschap
dat de verwachte £ijd nodig om witgaande van toestand i de foe-
stand i te berelken kLeiner dan M 4is voor Ledene strategie
R € CS.

In de notatie van paragraaf 2 weergegeven luidt de tweede helft wvan

voorwaarde V3.6: er bestaat een toestand i. en een M zd dat

0

mf(i,io) < M voor alle i € I en alle f ¢ F. Volgens stelling 2.6

b)=> a) impliceert dit dat voor de collectie van stochastische matri-

ces Pf met £ € F aan de simultane Doeblinvoorwaarde is voldaan. Dus
voorwaarde V3.5 is zeker vervuld. Bovendien volgt uit mf(i,io) < o dat

io bereikbaar is vanult ledere toestand i1 onder iedere stationaire

*)

Het bewijs in [6] is gegeven voor het model met A(i) eindig voor
alle i, Het bewijs kan gegeneraliseerd worden voor het model dat
we hier beschouwen.
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strategie £, Volgens stelling 2.1 geldt dan dat ook voorwaarde V3.h

vervuld is.

Door voorwaarde V3.6 iets te verzwakken vinden we

V3.7. Er besiaat een toestand i, en een M z0 dat
mo(i,i5) < Mvoor alle i € I en alle f € F.
Onder de aanname dat voor iedere staticnaire strategie de Markov keten

hoogstens &én kernfuik heeft geldt dan volgens stellingen 2.5 en 2.6

V3.7 <= simultane Doeblinvoorwsarde..

Uit gezonderd de stellingen 3.10 en 3.11 zullen we in het vervolg van
deze paragraaf zonder verdere vermelding veronderstellen dat aan de

simultane Doeblinvoorwaarde voldaan is, dus:

En bestaat een constante c > 0, -een natuwlijk getal N en een
eindige verzameling J z06 dat P?(i,J) >c yoon alle i € I en
alle £ ¢ F.

In definitie 1.9 definieerden we voor verzameling toestanden E de sto-

chastische variabele 1. De verwachting van 1_ indien strategie R wordt

B B
gevolgd en de toestand op tijdstip nul i is noteren we met mR(i,E). Dus

mp(i,E) = Bplzy | x =1).

Stelling 3.2. Indien verzameling E bereikbaar is vanuit iedere toe-

stand i onder iedere stationaire strategie dan bestaat er een getal

M < o 2% dat

m(i,E) < M voor alle i en alle R ¢ C.
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Bewijs N

We voeren de volgende notatie in

Ny, + . .
PR(E;l,J) ='FR{§k¢E voor k=1,...,n-1 en X =] | §b=1}
met PR de notatie voor de kansmaat indien strategie R gevolgd wordt.

Volgens stelling 2.5 bestaat er een M met

mg(i,E) < M voor alle i en alle

stationaire R ¢ CS.

We zullen bewijzen dat deze M ook bovengrens is voor alle strategie®n.
Daartoe beschouwen we een nieuw Markov beslissingsproces met bewegings-

wet

a(j|i,a) voor i ¢ Een a € A(i)
a(jli,a) =

1 voor 1 € Een j =1 en a € A(i)

en opbrengstfunktie r(i,a) = 1 als i ¢ E. Laat de stochastische varia-

bele r de opbrengst op de n-de dag voorstellen en zij E (En | x =1) de

R 0
verwachting van r, wanneer het proces start in toestand i, strategie R
wordt gevolgd en q de bewegingswet is.
Men kan inzien dat voor i * E de kans om n stappen buiten E te blijven
onder de bewegingswet g of g (g en g geven dezelfde kans), dit is

n . cer ~ .
PR(E,l,I—E) gelijk is aan ER(gn | 5@—1)

1

8

=i} wvoor i % E.

== (vergelijk (1.27)) mR(i’E) =1+ ) ER(xn ‘ X,
n=1
We beschouwen daarom
sup ER(En | §O=i) voor i ¢ E.
ReC n=1

Volgens stelling 2.5 geldt dat de reeksen

&
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(o]
] PYE;i,I-E)
£
n=1 .-

uniform convergeren in i e T en f € F

= als 1im P? (E;i,I-E) = P? (E3i,I-E) voor alle n
ko Tk 0
[++] e o]
dan ook lim J Pg (E3i,I-E) = J P? (E;i,I-E).
k>o n=1 Tk n=1 %o

Maar uit fk —> fo volgt

k>0

lim Pf (i,3) = Pf (i,3) voor alle i,j.
ko "k 6]
En hieruit volgt dat als B een element is uit de o-algebra voortge-

bracht door {50151""’§n} dan

lim P (B | x,=i) = P °°(Bn I §@=1) voor alle i
k> f f
k 0 en alle n.

Dus uit fk —> fo volgt dat

k>0

o] o©

lim ) P? (B3i,I-E) = ) P? (E;i,I-E).
ko n=1 k n=1 0

Hiervan gebruikmakend kan analoog aan stelling 7 p. 67 van [7] bewezen

worden dat als fo een limietpunt is van verdisconteerd-optimale stra-

tegieén dan volgt

] E Jr | x=i) = sup ] E_(r | x=i) wvoor i ¢ E
n=1 o & 0 ReC n=1 &= ® 0
> mR(i,E) <m (i,E) <M voor i ¢ E
£
0

voor willekeurige i en willekeurige R geldt nu
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Definitie 3.1. Toestand J heet C-bereikbsar vanuit toestand i indien

er een strategie R en een n > O bestaat met PR{§ﬁ=j | §O=i} > 0. We

ndwmndﬁxmtiikj

Definitie 3.2. Toestanden 1 en j C-communiceren indien geldt dat

. . . C_ . . . . C. .
1 <, J en J L 1. Notatie hiervoor: 1 < j.

Definitie 3.3. Toestand i heet C-essentieel indien uit i -5 J volgt «

dat j-g% i.

Definitie 3.k4. KC(i) = {j | i jt. Kc(i) is de verzameling van toe-

standen die C-bereikbaar zijn vanuit i.

Definitie 3.5. K een.niet lege deelverzameling vaen I heet een C-fuik
(i) < K.

indien uit i € X volgt dat KC

Definitie 3.6. Een C-fuik K heet een C-kernfuik indien K geen kleinere

C-fuik bevat.

Het is duidelijk dat uit PR{§n=j | §O=i} > 0 het bestaaﬁ van toestanden

ik en beslissingen a, € A(i) en 8y € A(ik), k=1, ..., m volgt met de

. _ . 2 2
eigenschap dat m < n-1, 1k1 1k2 voor k1 # k2 en

q(i1|i,a0) q(i2|i1,a1) cos q(jlim,am) > 0.

Hieruit volgt dat indien voor f geldt f(i) = &g en f(ik) = a,,
+1,. . . . . s
k=1, ..., m dan P? 1(1,J) > 0. Dit betekent dat i.p.v. definitie 3.1

we {~bereikbaarheid ook hadden kunnen definiéren met
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;.5 J == Er bestaat een f ¢ F en een n > 0 25 dat P?(i,j) > 0.

-

We formuleren nu drie stellingen die geheel analoog aan de stellingen

1.1, 1.2 en 1.3 bewezen kunnen worden.

Stelling 3.3. Een C-fuik bevat minstens &én C-kernfuik. Er zijn niet

meer C-kernfuiken dan er elementen in J zijn.

Stelling 3.k. Een deelverzameling van I zeg K is een C-kernfuik

ii) i € K dan Kc(i) c K

. .. . C_ .
iii) i,j € K dan i <> j.

Stelling 3.5. I bevat minstens é&n C-kernfuik. De C-kernfuiken zijn

precies de equivalentieklassen geIinduceerd door de equivalentierelatie

"C-communiceren" op de verzameling van C-essentifle toestanden.

Noteren we de verzameling van toestsnden die onder Pf vanuit i bereik-

baar zijn met Kf(i) dan volgt Kc(i) = U Kf(i). Zij K de vereniging
feP
van alle C-kernfuiken dan volgt Kc(i) NK # ¢ voor alle i, immers als

Kc(io) NK=¢ dan is er volgens stelling 3.3 (Kc(io) is een C-fuik)
een C-kernfuik buiten K en dit is in tegensprask met de aanname omtrent K.
Echter daar KC(i) de vereniging is van verzamelingen Kf(i) hoeft dit

niet te impliceren dat K_(i) n K # § voor alle i en voor alle f € F.

ol

Stelling 3.6. Indien K een C-kernfuik is dan geldt

i) Er bestaat een f € F z0 dat K een priemfuik is voor de Markov

keten geinduceerd door de stationaire strategie £,

ii) Bij i1,12 € K bestaat een p € W z6 dat i1,i2 essentieel zijn en
communiceren voor de Markov ketens geinduceerd door de gerandomiseerde

strategie u .
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Bewigjs .
i) Kies jo € K. Voglens stelling 3.4 is Kc(i) = K voor alle i € K.
Verder geldt, zoals we reeds opmerkten, Kc(i) = U Kf(i). Dus bij

feF
iedere i € K bestaat een £ en een n > 0 met Pg(i,j

O) > 0, Voor i € K

z1]

it

n(i) = min{n | 3IfeF met Po

i,jo)>o}.

Bij i € K dan een f met P?(l)(i,jo) > 0, zij a(i) de beslissing die

deze f in toestand i voorschrijft.

Zij f, € F 2z dat fo(i) = a(i). We zullen via volledige inductie bewij-
zen dat jo onder Pf vanuit iedere toestand i € K bereikbaar is.
.. 0
213
I = {iex | n(i)=n}, n=1,2, ... .

Als i € I, dan q(j0|i,a(i)) > 0 en dus P_ (i,j,) > 0.

fo
Veronderstel
k ;. . .
P> (i,j.) > 0 voor alle i € I, .
f 0 k
0
Indien i € Ik+1 dan zijn er toestanden il’ oy ik en beslissingen
. 3 \ C‘\ . \ Vs
ag € A(i), ay € A(l1,, Cees By € “(1k' 76 dat
q(l1|l’a‘0) q(lgll]’a']) s 00 q(JO[lk,ak) > O'
. oy . . K ..y
e n(11) = k en dus volgens inductieaanname P (11,30) >0
0]
k+1,. . ‘ . . . .
= Pf (1,30) > 0, En daar 1 een wlllekeurlg element uit Ik+1 was
0
volgt dan
K+, . L )
P (1,30) 0 voor slle i € I, ..

0
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ii) 7Zij £ z6 dat
P .
fk
i— ik voor alle i € K, k = 1, 2,

en zij u € W zd dat
w({r (1)}i) = u({r,(1)}Hi) = 1/2  voor alle i ¢ K.

Dan geldt voor de Markov keten geInduceerd door de strategie uw dat
i1 en i2 bereikbaar zijn venuit ledere toestand i € K en dat K een fuik

is. 1

Bij i1,i2 € K bestaat niet altijd een f € F met i1,i2 communicerend en
essentieel onder Pf.
Voorbeeld: K = {1,2,3}. In toestand 1 zijn twee beslissingen
{a13a2% met q(2|1,a1) = q(3|1,a2) = 1. In de toestanden 2 en 3 é&n be-
slissing a met q(1|3,a) = q(1]2,2) = 1. Dan communiceren toestanden 2

en 3 alleen onder gerandomiseerde stationaire strategieén.

Stelling 3.7. We noteren inf ¢(i,R) met ¢(i). Voor iedere i € I en
ReC

elke a € A(i) geldt
$(1) <} alilia) ().
dJ

Bewijs

Voor £ ¢ F en R € C noteren we (f,R) voor de strategie die verkregen
wordt door op tijdstip t = O beslissing f(i) te nemen wanneer i de be-
gintoestand is eﬁ‘vervolgens vanaf tijdstip t = 1 te beslissen alsof de
toestand op tijdstip t = 1 de begintoestand is en de beslissingen vol-
gens strategie R genomen worden.,

Omdat voor iedere f € F en iedere R € C de strategie (f,R) ook tot C
behoort geldt

$(i) < ¢(i,(f,R)) Vf € F en ¥R € C.



L9

7ZiJ io een willekeurige toestand en ag een willekeurig element uit A(io).
7213 fo z0 dat fo(lo) = ag- Kies € > 0 en z1] RO z0 dat
¢(i,RO) < ¢(i) + € voor alle i € I.
Nu geldt
9(1,) = ¢(i,,(£3.R,))
Ly |
= lim sup = E {w x.=i_}
e N 24 (fO,RO) -n ' =0 0
L]
= 1im sup = P_(i.,j) E {w | x,=j}
Noo  NopZq 3 f5 0 (fO,RO)—n 1
L) g |
= lim sup = P, (i.,d) B, {w | x.=j}
Wom - N2 5 TE O Ry ~n ' =0
) Ly
<) P_{i.,J) lim sup % B, {w | x.=j}
R T TN LR, S ! S0
=] aliligag) ¢(3,Ry)
J
<1 aliligsag) (#(3)+e)
dJ
=) aliligsag) ¢(§) + e 0
J
Stelling 3.8. Indien de toestanden i1 en i2 essentieel zijn en

communiceren voor een Markov keten geInduceerd door een gerandomiseerde

stationaire strategie 1" met p € W dan geldt
¢(11) = ¢(12)"
BewiJs

Uit de simultane Doeblinvoorwaarde volgt (vergelijk stelling 2.6

a) => b)) het bestaan van een eindige verzameling E die bereikbaar is
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vanuit iedere toestand i en onder iedere stationaire strategie. Volgens

stelling 3.2 geldt dan het bestaan van een M met
mR(i,E) <M voor alle i en alle R € (C.
In het bijzonder volgt dan

m (i,E) <M - . voor alle 1i.
u

Volgens stelling 1.14 b) => a) geldt dan dat de Markov keten geInduceerd
door um aan de Doeblinvoorwaarde voldoet. We kunnen dus de resultaten
van paragrasaf 1 gebruiken.
Toestanden i1 en i2 zijn essentieel en communiceren onder Pu en dus be-
horen ze tot dezelfde kernfuik zeg K.
We zullen bewijzen dat sup ¢(i) - inf ¢(i) = 0, en dus in het bijzonder

ieK ieK
¢(i1) = ¢(i2), door de ontkenning hiervan tot een tegensprask te her-
leiden.

Veronderstel
sup ¢(1) - inf ¢(i) = ¢ > 0.
ieK ieK

Volgens stelling 3.7 geldt voor willekeurige i ¢ I

¢(i) j_z a(ili,a) ¢(3) voor alle a € A(i).
J
— q;(i)iz(J w(aali)a(3]1,a)) 6(3)
j ‘Aa(i)

= § P (1,3) ¢(3).

Middels inductie vinden we hieruit

¢(1) j_z Pﬁ(i,j) $(3) voor alle n € N
J
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e

1
N
n

— $(1) < Z Pﬁ(i,j) 6(3) voor alle N € N
J

1
- $(1) < T M (,5) ¢(3).
J

Voor i € K zij p(i) de notatie voor Hu(i,i) dan geldt (zie paragraaf 1)
p(i) > O voor alle i e Ken ) p(i)= 1.

ieK
Volgens bovenstaande ongelijkheid

ZiJ jo e K 26 dat
¢(3,) < inf ¢(1) + 3 .
0% =— . 2
1€K
Dan geldt voor willekeurige i € K dat

¢(1) f_p(jo)(sup ¢(i)—§) + (1-p(jy) ) (sup ¢(i))
ieK i€k

. . c
= sup ¢(1) - p(iy) 7 -
ieK
) £ 5 0 levert dit een tegenspraak met de definitie van een

0" 2
supremum. a

Daar p(J

Stelling 3.9. Zij K de vereniging van de C-kernfuiken.

i) Er bestaaf een £, € F met de eigenschap dat

1

¢(i,fT) = ¢(1) voor alle i e K.

ii) Indien K vanuit iedere toestand i onder iedere stationaire stra-

tegie £ bereikbaar is dan bestaat er een £, € F met f, =T, op K en
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¢(i,f;) = ¢(i) voor alle i. *)

Bewijs
i)  Veronderstel Kis Koy vy K, zijn de C~kernfuiken. Vanuit een

C—kernfuik; zeg Ki’ is geen enkele toestand buiten Ki bereikbaar onder
welke strategie dan ook. Dit betekent dat de Markov beslissingdproces-
sen op de verschillende C-kernfuiken geheel onafhankelijk van elkaar
zijn. Om 1) te bewijzen kunnen we dus volstaan met ons te beperken tot
één C-kernfuik. Verder mogen we zonder beperking der algemeenheid ver-
onderstellen dat deze C-kernfuik met I samenvalt. Volgens de stellingen
3.6 ii) en 3.8 geldt dan

¢(11) = ¢(12) voor alle i, en i2.

We noteren ¢ voor de funktiewaarde van ¢(°). Veronderstel f: is een
limietpunt van verdisconteerd-optimale strategieén (volgens stelling
3.1 en de rijtjescompactheid van F zijn er dergelijke limietpunten). Dus

we veronderstellen rijen {B } en {f } met 1im B8 =1en 1imf = f_ en
n n n n 0
o n>e n>®
fn is Bn—verdisconteerd optimaal 4.w.z.

Y(i,B ,f7) = inf ¥(i,B ,R).
n’'n REC *"n

Verder veronderstellen we dat lim (1—Bn) w(i,Bn,fz) bestaat voor alle i.
n-)OO

Deze veronderstelling is geen beperking der algemeenheid, immers uit het
feit dat I hoogstens aftelbaar is en (1-B) ¥(i,B,R) in absolute waarde
niet groter 'dan een bovengrens van de sbsolute waarde van de kostenfunk-
tie volgt dat er altijd een deelrij wvan {Bn} gekozen kan worden waar-
voor de veronderstelling juist is.

Zij

(3.1) g(i) = Lim (1-8_) w(i,B ")

n>e

*)

In het bewijs van dit deel van de stelling maken we de extra ver-—
onderstelling dat N
. . .. 1 . .
¢(i) = inf lim inf — ) Eplv, ] %,=i} voor i e K.

ReC  Noo N n=1
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dan geldt volgens [6] lemma 3 dat g(i) 2 ¢ voor alle i. Indien er onder

de strategie £ maar één kernfuik is dan geldt volgens stelling 2.1

0
lim T_ (i,j) = I_ (1,]) voor alle i en j. Met stelling 1 van [6] volgt
n>® fn fO
dan ¢(i,f ) = g(l) en dus ¢(i,f ) = ¢ voor alle i,

0

0 *
meerdere kernfuiken zijn, zeg K ey Kr’ dan kunnen

Indien er onder fo
we stelling 1 van [6] niet zonder meer toepassen. Wel zullen we analoog
aan deze stelling te werk gaan.

Er geldt
(1-B)0(i,8 .2 ) = (18 )w(i,£ (i) + B g an(i,j)[(1—8n)w(j,Bn,f:)_].

Door links en rechts de limiet te nemen voor n * ® vinden we

g(i) = Z'Pf (i,5)e(3) voor alle i

— g(i) voor alle i

il
o~
(=]

]
—
[
('3
[
~
15
—
3
~

=> de funktie g(*) is constant op K; zeg met waarde
* »
(3.2) g(Ki) voor i = 1,...,r.

Zonder beperking der algemeenheid mogen we veronderstellen dat

lim I, (i,j) bestaat voor alle i en j, immers door overgang op een ge-
n>® n
schikt gekozen deelrij van {fn} ig dit altijd te bereiken.

Zij

*
(3.3) lim I, (i,§) = I (1,3).
n—-« n

Daar voor i € I geldt dat II_ (i,°) een invariante kansmaat onder Pf is

(i
fg 0
volgt uit stelling 2.4 dat T (i,*) een invariante kansmaat onder P is.

* £ *
) > Omet ] p(i,K.) =1 en

Volgens stelling 1.10 bestaan er dan p(i,Kl 1
1=1

ra
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/

. * PR . *
p(1,Kl) n,@3,3) als j € K
K .

*

(3.1) T (i,)) =4 1
r
0 als eI~ u K
\ =1

Analoog aan (5) van stelling 1 uit [6] geldt

0 . ad * » . -

lm ¢(i,£ ) = ) T (i,3) e(3).

n>e® J
Met (3.2) en (3.4) volgt hieruit

. . @ T . *
(3.5 lim ¢(1,fn) = ) O(l,Kl) g(Kl)4
Voor f € F geldt
(3.6) $(i,27) = ] I.(4,3) w(i,2(3))

d

¢(i,f;) = is constant op K; zeg met waarde

(3.7) ¢(Kz) voor 1 = 1,...,r.

Uit (3.3) em (3.6) met gebruikmeking van de continuiteit van w(i,a) in

a volgt

(3.8)

lim ¢(3,)) = ] T (1,3) w(§,5,(3)).
n-e d

i *
Uit het invariant zijn van de kansmaat I (i,:) t.o.v. Pf volgt

0

* . . - * »
L (i,5) P (j,k) = I (i,k) voor alle k
J 0
door iteratie van deze gelijkheid

*, ., . L
LI (i,5) P?(J,k) =1 (i,k) voor alle n € N
J 0

%
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> deze gelijkheid geldt ook.voor de Cesarosom Hf en dus
0
*,. . . *, .
L I(1,5) I, (§,k) = I (i,k)
J 0
*X,. . . . *x,. . .
- LU (E,5)w(3,8,(5)) = ) T (5,3) ) n, (3.x)w(k,f,(k))
; 0 j k 0 0

[ 1(5,3)0(5,57)

J
r * *
(met (3.%) en (3.7)) = I o(i,K)e(K)).
1=1
Met (3.8) volgt dan
[ r * *
(3.9) iiﬁ o(i,f ) = 121 o1,k )o(K;).
Uit (3.5) en (3.9) volgt dan
T * * *
(3.10) 121 p(i,K))(o(k;) - g(ky)) = 0.

Uit g(i) < ¢ en ¢ j_¢(i,f;) voor alle i volgt
*
¢(Kl) - g(Kl) >0 voor 1 = 1,...,r.
Met (3.10) volgt hieruit dat
* *

« . . 3
indien er een i is met p(l,Kl) > 0,

* : *
met ¢(Kl) = ¢, Uit

* . .
(3.10a) Zij K de vereniging van kernfuiken K,

r
I *
) o(i,K.) = 1 volgt dat K = .
1
1=1
* oo
We hebben nu bewezen dat op K de strategie fo optimaal is t.o.v. het

gemiddelde kosten kriterium. We hebben aan het begin van het bewijs
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verondersteld dat I een C-kernfuik is. Dit betekent dat alle toestanden

.. - A, * ..
onderling C-bereikbaar zijn. In het bijzonder is K vanuit iedere toe-
stand C-~-bereikbaar.

* L,
Voor i € I-K zij

*
n(i) = min{n | 3IfeF, 3jeK met P"

2i,3) > o),

(

beslissing die deze f in toestand i voorschrijft. Zij'f1 z6 dat

. . . * . . . *
f1(1) = a(i) voor i ¢ K en f1(1) = fo(19 voor i € K . Analoog aan het

* ] * n(i),. . .. .
Bij i € I-K dan een f en een j € K met Ps (1,3) > 0, zij a(i) de

. n . < . *
bewijs van stelling 3.6. i) kan dan bewezen worden dat K onder Pf van-
1
uit iedere toestand bereikbaar is. Dit impliceert dat de essentidle toe-

*
standen onder Pf de verzameling K vormen.
1
* . oy .
Met ¢(i,f:) = ¢ voor i € K -volgt dan ¢(1,f1) = ¢ voor alle i.

ii) Volgens i) is er een £, z6 dat op K, de vereniging van de C-kern-
fuiken Kys ovns Ky ¢(i,f1) = ¢(i). Op K; is de functie ¢(+) constant.
We noteren de functiewaarde met ¢(Ki).

Gegeven is nu dat K bereikbaar is vanuit iedere toestand i onder iedere
stationaire strategie fw. Volgens stelling 3.2 bestaan er dan een

0 <c, <1en een natuurlijk getal M 20 dat

[n/M]
1

I

R voor alle i € T

en alle R € C.

(3.11) sup P
ReC

(K31i,I-K) < ¢

N, o oy - _ —s i
Daar PR(K,l,J) = PR{5k¢K voor k=1,...,n~1 en x.=] | Xy i} volgt dat
n n
1 = Pp(K,1,I-K) = PR{k:1(§kEK) | x,=il.
Daar K een vereniging is van C-~kernfuiken geldt

= ER{zheK | §b=1}.

Met (3.11) volgt dan
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(3.12) llm’PR{znéK | §b=1} =1 . uniform in alle i

e en alle R
Kies € > 0 dan is er een strategie R met
$(i,R) < ¢(i) + ¢ voor alle i.

een willekeurige toestand buiten K dan is er bij iO en R een

7ij i
) ™) -
. Zeg Ry = (uo,u1,...) dan

0

R, € CRM te vinden met ¢(10,R) = ¢(1O,R

geldt dus

0

N
lim sup % ) B (w | §O=io) §_¢(i0) + €,
n:

N> 1 SR

Hieruit volgt het bestaan van een deelrij der natuurlijke getallen

{Nk} met

N
. k . .
(3.13) lim— ) B, (w | x.=i ) < ¢(i,) + e.
Jereo Nk n=1 RO ol 0 "0 0
Daar
6, (v | x,7i,) -
0
. ) . Pu (10,11)PU (11,12) ce Pu (1n_1,1n)w(1n,un)
i A § 0 1 n-1
1 n
met
w(ln,un) = J . u(dalln)w(ln,a)
A(ln)

en bij een Cesaro-som de eerste n termen zonder de som te veranderen

weggelaten kunnen worden, volgt

N
(3.14) lim +— JEE

N, -m
L P (x=5 | ')1'1thE(| j)
P, (x =] X~=1 . lim — W XA=J
3 RO =0 "0 I Nk n=1 Rm -n 0

*)

Deze bewering laat zich bewijzen door stelling 1 p. 55 van [T]
te generaliseren voor dit model.
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waarin Rm = (um,um+1,...).‘Verder is aangenomen dat de limiet in de
tweede factor bestaat voor alle j (door eventueel van te voren over te
gaan op een deelrij van {Nk} levert deze aanname geen beperking op).
We willen nu voor j € K

Nk-m

1 .
lim — Z E, (v | x.=3)
ke Nk n=1 Rm ™ =0

naar onderen afschatten met ¢(j). Dit is correct indien’

N
e e ] .
(3.15) $(j) < lim inf ¥ ) ER(W | XC—J) . voor alle R.
N n=1 n

De relaties (3.13), (3.14) en (3.15) combinerend vinden we
.z PR (gmfg | £O=10)¢(J) j_¢(10) + € voor alle m.
JEK 70
Daar ¢(j) = ¢(Ki) voor J € K. is de linkerhelft van de ongelijkheid te
schrijven als
m
121 PRO(g_cnéKi ' §b=10)¢(Ki) §_¢(1O) + €  voor alle n.

Door de limiet te nemen voor n <+ « *yinden we

m o«
LoPp (U (xeky) | xp=ig)eli;) < 4(4g) + e

i=1 Tgop=1 ® 1
Dit implicieert
m 0
(3.16) inf )} P.( u (EnéKi) | §b=j)¢(Ki) < ¢(j) voor alle j.

ReC i=1 n=1
Zij de verzameling van beslissingen A1) gedefinieerd door
A(i) = A(3) voor i ¢ K

en
A(i)

{f1(i)} voor i € K.

Met deze beperking van de toegelaten beslissingen gaat een vermindering

van het aantal strategieén in de verschillende klassen gepaard. We zul-
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len dit aangeven door de aanduidingen van de diverse klassen te ver-
sieren met het symbool "~", dus C i.p.v. C, etc.

Relatie (3.16) met deel i) van deze stelling impliceert nu dat

inf ¢(i,R) = ¢(1) voor alle i.
ReC

De rest van het bewijs zal nu bestaan uit het aantonen dat voor het
nieuwe Markovbeslissingsproces (R i.p.v. R) de voorwaarde V3.4 vervuld
is. Omdat V3.5 onder de simultane Doeblinvoorwaarde: steeds vervuld is

mogen we dan stelling 1 van [6] toepassen.

Veronderstel
£ sfg e F en lim fn(l) = fo(l) en fn(l) = fo(l) = f1(1) voor i ¢ K.
n->
Alle essentiéle toestanden onder f, (en dus ook onder fn en fo) liggen
binnen K. Om aan te tonen dat -
lim I, (1,§) = I, (i,3) voor alle i,j
n-e n 0

is het dus voldoende om aan te tonen dat (vergelijk stelling 1.7 en be-

denk dat Kr onder fn en fo een fuik is)

(3.17) lim lim P w(EkEKr | §O=1) = 1lim P oo(gkeKr | §O=1)
n-o ke f ks f
n 0

voor alle 1

en r = 1,...,m

Uit de uniforme convergentie in relatie (3.12) vinden we dan dat

voldoende is te bewijzen

(3.18) lim P w(EkEKr | §b=l) =P w(EkEKr | Zb=l)
n»e f £
n 0
voor alle i
r=1,...,m

en k ¢ W,
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Maar uit f — fo volgt lim Pf (1,j) = Pf (i,§) wvoor alle i,j.
B poeo n>e n 0
En hieruit volgt dat als Bk een element is uit de o-algebra voortge-

bracht door’{gb,§1,.,.l§k} dan

lim P °°(Bk | x,=i) = P °°(Bk | x,=i) voor alle i.
n-e fn fO

En dit impliceert (3.18). 0

Het laatste gedeelte van het bewijs van stelling 3.9. ii), om precies

te zijn vanaf relatie(3.16), was in feite een optimaal-stuwiprobleem.

Bij een optimaal-stuurprobleem hebben we een doelverzameling D. Op D
is een begrensde opbrengstfunktie r gedefinieerd. Indien het proces de
verzameling D in toestand i binnenkomt dan ontvangt de bestuurder een
opbrengst r(i). De vraag is dan weer bestaat er een optimale strategie
en zo ja hoe kan deze bepaald wofden? We zullen ons tot het eerste ge-
deelte van deze vraag, de existentie, beperken., Het optimaal stoppen
van een Markov keten is een speciaal geval van een optimaal-stuurpro-
bleem. Daar niet in alle gevallen een optimale stopregel voor de Markov
keten bestaat (zie [5], p. 101), is er ook niet in alle gevallen een
optimale-stationaire strategie voor het stuurprobleem.

Om het optimaal-stuurprobleem in te passen in de Markovbeslissingspro-
cessen maken we de toestanden in D absorberend d.w.z. voor i € D geldt
a(ili,a) = 1 voor alle a € A(i). Indien D aftelbaar veel toestanden be-
vat dan volgt dat niet meer aan de Doeblinvoorwaarde voldaan kan zijn.
Echter voor de volgende stelling is de volgende verzwakking van de

simultane Doeblinvoorwasrde voldoende.

V.3.8. En bestaat een constante c¢ > 0, een natuurlijh getal W en cen
eindige verzameling J z6 dat Pg(i,JuD) > c voor alle i € I-D
en alle £ € F,

Stelling 3.10. Onder V3.8 bestaat er een optimale stationaire strate-

gie vdéor het optimaal-stuurprobleem met doelverzameling D indien D van-
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uit iedere toestand i onder iedere statiopaire strategie bereikbaar is.

Bewijs
We zullen de existentie van een optimale strategie aantonen door van

het optimaal-stuurprobleem een markovbeslissingsprobleem te maken met
de gemiddelde verwachte opbrengst als optimaliteitskriterium.

We definidren daartoe opbrengstfunktie r ook buiten D door r(i) = 0
voor i ¢ D. Daar iledere toestand in D absorberend is volgt dat wvoor
iedere strategie de opbrengst van het optimaal-stuurprobleem gelijk is
aan de gemiddelde verwachte opbrengst van het markovbeslissingsprobleem.
Om nu te bewijzen dat er een stationaire strategie bestaat met maximaie
gemiddelde verwachte opbrengst gebruiken we weer stelling 1 uit [61].
Daartoe moeten we aantonen dat voorwaarden V3.4 en V3.5 vervuld zijn.
Verzameling D is vanuit iedere toestand onder iedere stationaire stra-
tegie f bereikbaar. Zij f een willekeurig element uit F. Zij verder
0<e, < 1 en N, 23 dat

1

wa{ENTED | §O=1} > c, voor alle i ¢ J.

Daar D absorberend is volgt hieruit

N
p_'(D;i,I-D) <1 -cy voor alle i € J.

T
Zonder beperking der algemeenheid veronderstellen we dat J n D = @,
immers we mogen indien J N D # § voor het vervolg van het bewijs i.p.v.
J ook J n (I-D) nemen.
Nu geldt:

PR(i,D) + P(D3i,d) + P?(D;i,l—(DuJ)) = 1.

Uit de afgezwakte simultane Doeblinvoorwaarde volgt
N
(

. N,. . .
Pe i,DuJ) = Pf(l,D) + P?(D;I,J) > ¢ wvoor i € I-D
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N b
) P.(D31,3)P, (D3§,I-D) + ) .
jed . jeI~(DuJ)

o
)
"
e
-
T
=
It

[~

N . N .
(1-01)Pf(D;1,J) + Pf(D;l,I-(DuJ))

. N,_ . .
Pg(D;l,J) + Pf(D;l,I—(DUJ)) - c1P§(D;1,J)

N,. N, .
=1 - Pf(l,D) - c1Pf(D;1,J)

|~

1-e, [P?(i,D) + P?(D;i,J)]

21 =-ecye voor alle i € I-D,

Daar D absorberend is volgt dat Pn(D;i,I—D) = 0voorn>1enieD.

NN, :
Dus Pf (D3i,I-D) < 1-cc, voor alle i.

Daar f willekeurig is kunnen we hiervan gebruikmakend geheel analoog

aan stelling 2.5 bewijzen dat er ¢, > 0 en N, bestaan met

N

fg(D;i,I-D) < l=-c

sup P voor alle 1 € J.

feF 2

Met een argumentatie als hierboven volgt dan

N+N2
Po (Dyi,I-D) < 1-ce, voor alle i € I
en voor alle f € F.
0 [n/N+Né]
(3.19) == Po(D;1,I-D) < (1-cc,)
= N_(i,D) = 1im P (x D | x =i)
£ pow  po B =0

lim 1 - P?(D;i,I—D)

n-=>®

= 1 voor alle i en alle f



en dus 1s voorwaarde V3.5 vervuld.

Voor j € D geldt

oo

.(i,5) = ] PR(psig)

£ n=1
en
n+1 .. n .
P, (D3i,]) < Po(D;i,I-D)

en dus met (3.19) volgt dat de reeks uniform in i en f convergeert.

= lim 0 (i,j) =10_ (i,j) als £ —> f_ ,
nre fn fO 3 o 0
vergelijk het laatste argument van het vorig bewijs. O

In de laatste stelling van deze paragraaf zullen we in het bewijs een
optimaal-stuurprobleem tegenkomen. Aan de existentie van optimale stra-
tegiedn hebben we daar niet genoeg aan. We zullen een voldoende voor-
waarde voor het optimaal zijn van een stationaire strategie nodig heb-
ben. Daartoe bewijzen we de volgende stelling, we veronderstellen dat

aan voorwaarde V3.8 is voldaan.

Stelling 3.11. Indien voor de funktie s geldt dat

s(i) = r(i) voor i € D
en
(3.20) s(i) = max ) a(jli,a)s(§) voor alle i,
: acA(I) J

dan is s(i) de maximale opbrengst van het stuurprobleem van stelling

3.10. Indien voor f € F geldt dat

(3.21) s(i) =] P,(1,5)s(3)
J

dan is £ een optimale strategie.

[
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Bewijs

Voor t een willekeurige begrensde funktie met t(i) = r(i) voor i ¢ D
zullen we bewijzen dat de stuuropbrengst onder de gerandomiseerde
markovstrategie R = (“o’”1"") gelijk is aan

. NOT . . . .
(3.22) a(i,R) = lim } P (x = l§0=1)t(a).

n> jeIl

We voeren in een rij van stochastische variabelen En door te definiéren;
t = t(i) indien x = i is, dan geldt

n

§IPR(3c,n=J | x=)t(3) = Bo(s | x5=0).
Welnu, met T, de wachttijd tot aan binnenkomst in de doelverzameling D

vinden we

Ep(t, | x5=1) = Bglt, | Xo=i, Tp<m)P (T <m) +
+ Eplty | xg=i, Tpm)eg(pom).

Gebruikmakend van relatie (3.19) is analoog stelling 3.2 te bewijzen

dat mR(i,D) begrensd is == 1lim PR(ID>m) = 0. Dit impliceert dat de
>

tweede term van bovenstaande gelijkheid naar nul convergeert. Als
Ip mdan x € D en hieruit volgt dat de eerste term gelijk is aan
L Pplx =j | x5=1)x(j)
J€D

dus
lim ER(Em | x =1) = 1im ) PR(gmfj | §O=i)r(j),

mHee =0 mr jeD

mear dit is de verwachte stuuropbrengst onder strategie R.
Uit (3.20) volgt dat voor willekeurige p e W geldt
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s(i) >} EJ u(aalide(j]i,a)ls(j)
j ‘a(i)

- 17, (5)s00).

Met inductie naar n volgt hieruit dat

(3.23) s(i) 3_§ PR(§h=J | §O=1)S(J) voor alle i en R € Cp

immers stel (3.23) is bewezen voor n = n, dan voor R = (uo,u1,...)

L epl

x =3 | xg=i)s () = e, (L0 P (x =5 | x=1)s(3)]
1 :

0 J R 0

*
met R = (u1,u2,...)h

iA

L P, (1,1)s(1) < s(d),

1 0

Met relatie (3.22) volgt dan dat s een bovengrens is van de verwachte
stuuropbrengsten van gerandomiseerde markovstrategieén. Gebruikmakend
van een generalisatie van stelling 1 pag. 55 van [TJ] kunnen we hieruit
concluderen dat s de bovengrens is voor alle strategieén.

7Zij £ € F z6 dat (3.21) geldt dan volgt

Z‘P?(i,j)s(j) = s(i) voor alle n.
J

Met (3.22) volgt dan dat a(i,fm) = g(i) voor alle i. g

Stelling 3.12. Er bestaat een fo met de eigenschap dat

o0

O) = inf ¢(i,f) voor alle i.

feF

¢(i,f

Bewijs
We hebben eerder ingevoerd de notatie

- $(i) = inf ¢(i,R).
ReC
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In dit bewijs zullen we noteren

. . . b
$(i) = inf ¢(i,f ).
feF
Veronderstel T, € F heeft de eigenschap dat voor een aantal kernfuiken
onder Pf1 zeg K1, K2, cens Km geldt

Lo o]
¢(i,f1) = ¢ (1) voor i € K. 12r<m

Volgens het bewijs van stelling 3.9. i) bestaat er zo'n f1.

We gaan F nu reduceren tot F1 door te eisen als f ¢ F1 dan

£(i) = f1(i) voor i € K, 1 <r <m

In het laatste gedeelte van dit bewijs zullen we aantonen dat hierdoor
het infimum van de verwachte gemiddelde kosten over alle stationaire

strategieén niet wordt vergroot. Dus

(3.24) $(i) = inf ¢(i,f ) voor alle i.
feF
1
Nemen we deze relatie voor dit moment san, dan kunnen we weer een
limietpunt voor verdisconteerd-optimale strategieén (deze liggen nu
allemaal in F1) nemen, Dus veronderstel fn € F1 is Bn—verdisconteerd+

optimaal (t.o.v. de gereduceerde klasse van strategiegn), fn —> f_€F

e 2 1
en zeg
3 s . *.o L 3
lim Hf (i,3) =T (4,3) voor alle i,j.
n*® n
Nu zijn er twee mogelijkheden
m
* .
a) I (i, v Kr) = 1 voor alle i,
r=1
m
== het bestaan van een n, met Hf (i, v X)) > 3 voor n 210,
n r=1

en i € J (de eindige Doeblinverzameling).
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Daar .
Pﬁ(i,J) > e voor alle i
volgt
n.(i,J) > ¢ voor alle i.

Gebruiken we dit dan vinden we

c voor n > n, en alle i.

=

K.z

Dit betekent dat voor n > n_ de kernfuiken onder Pe preciles

0]
n
Kys Kys vees K zijn (bedenk dat £ =1f, op deze K's). Dit impliceert
dat (vergelijk bijv. bewijs van relatie (3.17))

K

1im Hf (i,3) = Hf (i,3) voor alle i,j.

n>e n 2

Hieruit volgt volgens stelling 1 uit [6] dat voor f2 geldt

¢(i,fZ) = ¢(1) voor alle i.
m
*, . .
b) I (i, u Kr) <1 voor een i.
r=1

Dit impliceert (zie bewijs van stelling 3.9. i)) dat er minstens &én

kernfuik onder P_ is zeg Km+ met

£

5 1

¢(1,f2) = ¢(i) voor i € Km+1
Daar voor iedere f het aantal kernfuiken niet groter is dan het aantal
elementen in J volgt dat volgens dit procédé in een eindig aantal stap-
pen een optimale (onder de stationairen) strategie gevonden kan worden.
Rest ons de relatie (3.24) te bewijzen. We doen dit door een willekeurige

2

f e F te vergelijken met de T F, met
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m
fT(i) voor i € U X
» r=1
£i) = =
m
£(i) voor 1 ¢ U K .
r
r=1
\
We zullen bewijzen dat
. T . o N
(3.25) o(i,f ) < ¢(i,f) g voor alle i.

Uit (3.25) volgt onmiddelijk (3.2k).
Om relatie (3.25) aan te tonen beschouwen we een optimaal-stuurprobleem.

Zeg Km#1’ cens Kn zijn de kernfuiken onder Pf. We voeren num + n

nieuwe toestanden in zeg k1, k2, ceey km*n' De doelverzameling D bestaat
uit deze m + n punten.

m+n
Als i ¢ U Ki dan is er in i mesar &én aktie a

i=1

1 mogelijk en

a(ilise,) = a(li,2(1)).

m
Mlsiek - (u Ki) met m+1 < r < n dan zijn er in i twee akties
.. i=1
mogeligk
a, met q(kr]%3a1) = 1 ° en a, met q(j]i,ae) ='q(jli;f(i)).
m+n
Als i e€eK - ( v K.)met 1 <r <mdan zijn er in i twee akties
i=m+1
mogelijk
&, met q(j]i,aT) = q(jli,f(i))
en

a, met q(krll,az) =1,

Als i e K nK met 1 <rp
r T -
1 2
twee akties mogelijk

; <menmkl < r, < mn dan zijn er in i
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)=1 .

a, met q(krgll,a1
en

a,, met q(kr |i,a,.) = 1.

2 1 2
I.p.v. een opbrengstfunktie spreken we hier liever over kostenfunktie
dasr we gaan "minimaliseren'. Stellingen 3.10 en 3.11 blijven natuur-
1ijk geldig.

Welnu de kosten in toestand kj, zeg r(j), zijn voor 1 < j < m gelijk

aan ¢(i,f1

met i € Kj' Onder een stuurregel h verstaan we een funktie die aan

e o]
) met i € Kj en voor m+1 < j < mtn zijn ze gelijk aan ¢(i,f )

iedere toestand een aktie toevoegt.
Zeg &(i,h) zijn de verwachte kosten indien.in toestand i gestart wordt

en stuurregel h gevolgd wordt.

Z1J h, de stuurregel die in ieder punt de aktie a, kiest dan geldt
o]
a(ih,) = ¢(i,f ) ' voor alle i € I.
m+n
7ij h, de stuurregel die in toestand i € U K  de aktie a_, kiest dan
2 r=1 x e
geldt
~o0
a(i,hg) = ¢(i,f ) voor alle i € I.

We defini&ren s{i) door

. "o .
¢(i,f ) voor i € I
s{i) =
r(3) voor 1 = kj’ 1 < j < mén.
mn N
Voor i ¢ WU K. ig £(1i) = £f(i) ==
i=1

I aGlia)s(3) = [ a(3li,2(1)e(3,5)
jel jeI

. o(i,7) = s(i).
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H c8

Voor i € Kj - ( Ki) met m+1 < j < m+n geldt

i=1

s(i) = ¢(i,5) < ¢(i,f )

r{j) = q(kj li,2)r(3) > s(i)

en

1 alilisey)s(3) = s(i).

Jel

Voor i € K. NK, met 1 < j, <menmtl < j, < mtn geldt
J; 0 T B -2 -

o~

s(i) = ¢(i,8) = ¢(i,£)

= alk; Jia)r(iy) = 6(5,57) 2 6(1,6]) = s(i)

2
en
q(kj1]1,a2)r(31) = ¢(1,f1) = s(i).
m+n
Voor i € K, - ( U K.)met i< j <mgeldt
i=m+1

S(i) = ¢(ia§w)

$(1,17)

= alggliey)r() = ¢(i,57]) = s(i).
Om te bewijzen dat

L alilisa)s(3) 2 s(i)
Jel

moeten we aantonen dat

L oa(3li,£(0))6(3,8) > ¢(i,5).
Jel

We zien hier momenteel geen eenvoudiger argumentatie voor dan de

volgende.

Volgens stelling 3.9. i) geldt g(i) < ¢(i) voor alle i € I en
m
g(i) = ¢(i) voor i € u K
P r=1
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Daar (1-Bn)w(i,8n) voldoet aan
(1-8 Jv(i,8 ) = min L(1-8 Jw(i,a)+8 Z q(j!i,a){(1—6n)w(j,ﬁn)}]
aeh(i) J

volgt uit (3.1) dat

g(i) = min ) q(jli,a)e(d)
acA(i) j

S ] aldli,2(00)005,87) 2 T aldli,£(3))e(3)
d J

> ) al§lie(i))e(d)
J

> g(i) = ¢(1) = ¢(i,§m) voor i € Kj
Volgens stelling 3.11 hebben we hiermee aangetoond dat s(i) de minimale
stuurkosten zijn en dat h, een optimale stuurregel is. In het bijzonder
geldt h2 1s beter dan h, en dus

o(i,f) < ¢(i,f) voor alle i,

waarmee relatie (3.25) is aangetoond. 0
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